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Numerical modelling of discontinuous flows 
Abstract 
Discontinuous flows are the flows in which large gradients arise in both the flow 
depth and the discharge due to specific external and/or internal boundary conditions. With 
reference to the discontinuity and through the discontinuity itself, the basic hypotheses, upon 
which the Saint-Venant shallow water equations are based, are violated. The problems in 
mathematical and numerical modelling of discontinuous flows arising from this violation, and 
the specific structure of the appropriate numerical schemes used in solving such problems are 
discussed in this Thesis. 
Three approaches to mathematical modelling of discontinuous flows: shock-fitting, 
through method and pseudoviscosity method, are presented first. They are followed by a 
review of numerical methods used in numerical modelling of free-surface flows with 
discontinuities: the Method of characteristics, the Godunov method, the Finite Difference 
Methods based on the flux-splitting technique, and the Finite Element Method. Close 
attention is paid to the approach and the scheme that allows for weak solutions, i.e. to the 
through method and the Finite Difference Method based on the explicit MacCormack scheme. 
The proposed scheme is verified using: 
1° the analytical solutions, 
2° the author's measurement performed on a laboratory rig and 
3° the available measurements of the other authors. 
Since the quality of the computational results highly depends on: 
1° the form under which the governing equations are written (conservation or non-
conservation form), 
2° the conservative property of the numerical scheme used, and 
3° the diffusive/dispersive character of the scheme, 
great attention is paid to the analysis of the conservation property of the MacCormack 
scheme and the problems regarding the quasi-physical effects of the scheme, such as spurious 
oscillations in the vicinity of the discontinuity. 
Finally, a case study is included to indicate the performance of the proposed model 
in the engineering practice. 
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1. Uvod 
Otvoreni tokovi koje karaicterige nagla lokalna promena dubine i protoka veé dvadeset 
godina predstavljaju predmet interesovanja brojnih istralivaaa iz oblasti raounske hidraulike. 
Ovi tokovi se javljaju i u uslovima ustaljenog i u uslovima neustaljenog teeenja (stacionaran 
hidraulield skok kod ustaljenog teeenja i talasi sa stnnim eelom kod neustaljenog teeenja). 
Nagle lokalne promene dubine i protoka nastaju kao posledica specifienih granienih 
uslova kao to su, na primer, naglo poveeanje iii smanjenje protoka na lcrajevima kanala 
(spoljagnji granioni uslovi) i/ili prisustva razlieitih vrsta prepreka u tolcu, kao to su, no 
primer: 'groin pragovi, mostovska sulenja, zagati, prelazne deonice, itd. (unutragnji granieni 
uslovi). 
U struenoj literaturi pisanoj na engleskom jezilcu za ovu vrstu tokova koristi se termin 
discontinuous flows. Doslovan prevod ovog izraza glasio bi diskontinualni (prekidni) tokovi, 
gto ne odgovara stvamoj prirodi fenomena. Kod ovakvih tokova se, u fiziekom smislu, ne 
javljaju prazni prostori neispunjeni fluidom na gta bi ovaj naziv, na prvi pogled, asocirao. 
Ni u matematielcom smislu termin diskontinualan tok nije sasvim prihvatlj iv, zato to pravi 
diskontinuitet zavisno promenljivih — dubine i protoka — ne postoji. Gradijenti dubine i/ili 
protoka su samo u jednoj uskoj oblasti za nekoliko redova velieine vedi nego u ostalom delu 
toka i ne mole se reel da tele beskonaenosti. Izuzetak bi predstavljao primer naglog, 
trenutnog rugenja brane, jer u torn slueaju pre proloma diskontinuitet u liniji nivoa, defunsan 
pooetnim uslovom, zaista postoji. 
Za zonu sa velikim gradijentima osnovnih velieina toka karakteristiena su izratena 
vertikalna ubrzanja i velika zalcrivljenost strujnica to za posledicu ima nehidrostatiolci 
raspored pritiska. U njoj su, dalde, narugene najbitnije pretpostavke na kojima je baziran 
klasioan matematiai model neustaljenog teeenja sa slobodnom povrginom — model zasnovan 
na Saint-Venant-ovim (parcijalnim diferencijalnim) jednaeinama za plitke otvorene tokove. 
Nasuprot diferencijalnim jednaeinama, za regavanje osnovnih jednaeina toka napisanih u 
integralnom oblilcu nije bitno da ii su funkcije zavisno promenljivih unutar razmatrane 
kontrolne zapremine nepreicidne iii skokovite (prekidne, diskontinualne), zato to regenje 
integralnih jednaeina zavisi samo od konturnih uslova. Stoga bi pri matematielcom 
modeliranju tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka trebalo koristiti 
1 
2 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterge nagla lokalna promena dubine i protoka 
integralni pristup. Meduthn, Lax je jog 1954. godine pokazao da diferencijalne jednaeine, 
koje su direktno izvedene iz integralnih jednaeina dobijenih primenom zakona odfianja mase 
i koliaine lcretanja, daju regenja koja su elcvivalentna regenjima polaznih jednaeina (tzv. 
"slaba regenja") i da se, stoga, i diferencijalne jednaeine mogu primeniti za modeliranje talasa 
sa strmim Wont i hidraulielcog skoka. 
U zavisnosti od toga koje se jednaeine koriste za modeliranje strmog aela/hidraulielcog 
skoka (integralne iii diferencijalne), u raounskoj hidraulici se razlikuju tri pristupa 
matematielcom modeliranju tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka. 
Prema jednom od njih 'del° talasa i skok se modeliraju odvojeno od preostalog dela toka u 
kome je teeenje blago promenljivo. U zoni sa velilcim gradijentima dubine i protoka koristi 
se integralni pristup. Izvan te zone primenjuju se Saint-Venant-ove jednaeine. Ovaj postupak 
je u literaturi pisanoj in engleskom jeziku poznat pod nazivom shock-fitting. Prevod na srpski 
jezik mogao bi da glasi: postupak kojim se strmo eelo/hidraulieki skok modelira nezavisno od 
ostalog dela toka. 
Drugi pristup, tzv. through approach, podrazumeva korigoenje diferencijahnh 
jednaeina napisanih u divergentnom oblikut . Prevod sa engleskog mogao bi da glasi: direktan 
pristup, jer se integracijom jednog sistema jednaeina dobijaju regenja za ceo tok. Ovakva 
regenja se nazivaju slaba resfenja. 
U tretoj varijanti se, takode, koriste jednaeine u diferencijalnom obliku, s tim to se 
dinamielcoj jednaeini dodaje jog jedan elan u kome figurige tzv. pseudoviskoznost. Ova 
metoda matematiekog modeliranja nastala je kao rezultat potrebe da se stabilizuju numerielca 
regenja dobijena primenom neodgovarajuoih ("nedisipativnih") raeunskih shema. 
Metode numerieke integracije, koje se koriste za regavanje jednaeina navedena tri 
modela, mogu se svrstati u tri klase. To su: metode karakteristika, metode konaenih razlika 
i metoda konaenih elemenata. Kvalitet svake metode ocenjuje se prema univerzalnosti njene 
primene. To podrazumeva da se utvrdi da li se raeunskim modelom zasnovanim na toj metodi 
i sa kalcvom taendeu mogu simulirati sloieni tokovi kao to su tokovi sa jednovremenim 
prisustvom burnog i mimog reiima, talasna kretanja za izraienim strmim eelom i tokovi u 
sloienim geometrijskim uslovima. 
Poznato je da metoda karakteristika ima prvenstveno teorijski znaeaj i da se koristi 
kao referentna metoda za ocenu taenosti svih ostalih raeunskih postupaka. Njena prirnena u 
analizi tokova koje lcarakterige nagla lokalna promena dubine i protoka ogranieena je 
iskljueivo na tzv. "shock-fitting" pristup. U uslovima sloiene geometrije — neprizmatienitn 
kanalima, gde tokom prostiranja talasa sa strmim Mom dolazi do vigestrukog odbijanja 
nailazeaeg talasa o obale, formiranja novih, reflektovanjih talasa i njihove superpozicije, 
metoda karakteristika je pralctiono neprimenljiva [32]. 
U regavanju pralctianih problema iz oblasti hidraulike otvorenih tokova, za sada se 
najvige pritnenjuju metode konanih razlika. Razlozi za to su sledeti: 
1° metode konaenih razlika imaju relativno jednostavne algoritme koje je lako primeniti prili-
kom regavanja jednatina matematialcog modela, 
2° omogueavaju proraeun u koritima sa s1o2enom geometrijom (popreeni preseci nepravilnog 
oblika) kao i 
3° u uslovima s1o2ene geometrije u planu (lcrivine, meandri), jer se bez veeih problema mo2e 
predi sa pravolinijskih na krivolinijske koordinate. 
Ovaj pojam Noe detaljnije objagnjen u Poglavlju 2. 
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U ovoj grupi nalaze se metode eija je glavna osobina moguenost reprodukcije strmog 
eela/hidrauliolcog skoka bez uvodenja posebnog algoritma za njegovo otkrivanje i prgenje. 
Metoda konaenih elemenata jog uvek se masovno ne primenjuje za proraeun tokova 
sa naglom lokaLnom promenom dubine i protoka. Razlozi za to lele u sledeOem: primenom 
ove metode ne mogu se dobiti regenja koja odgovaraju vrednosti Froude-ovog broja veaoj od 
jedan, to onemogudava proraeun u uslovima bumog relima teeenja, kao i u slueaju kada se 
dva reiima naizmeniono smenjuju [27]. Originalna metoda Galerkina ima izrazito 
nedisipativni karakter, tako da je nemoguee reprodukovati strmo aelo talasa lii hidraulielci 
skok. einjeni su pokugaji (Katopodes 1984, Akanbi i Katopodes 1988) da se pomenuti 
nedostaci pogodnom modifikacijom originalne metode otklone. Dobijeni su izuzetno s1o2eni 
algoritmi koji su testirani samo na nekoliko hipotetiekih primera. 
Ovde bi trebalo pomenuti jog dye grupe metoda koje se koriste u regavanju slienih 
problema iz oblasti aerodinamike i gasne dinamike. To su metode konaenih razlika 
zasnovane na postupku razdvajanja fluksova (flux-splitting techniques) i metode 
Godunova koje se zasnivaju na metodi karakteristika. Poslednjih desetak godina se radi na 
njihovom prilagodavanju kako bi se mogle primeniti u hidraulici otvorenih tokova [19], [32], 
[36]. 
Kriterijumi koji opredeljuju da ii de neka raeunska shema, koja poseduje sve lcvalitete 
u pogledu lefiene taenosti i moguenosti simulacije sloienih tokova, biti korigeena u 
inienjerskoj praksi iii ne, svakako su njena efikasnost i jednostavnost. Metoda karalcteristika, 
kao to je vet reteno, zahteva uvodenje posebnog algoritma za otkrivanje i prgenje eela 
talasa ("shock-fitting" pristup) i praktieno je neprimenljiva u uslovima sloiene geometrije. 
S obzirom na njen teorijski znaeaj, u ovom radu oe se opisati samo osnovni principi na 
kojima se zasniva ova metoda. Za metodu konaanih elemenata, metodu razdvajanja flulcsova 
i metode Godunova bite prikazana samo sugtina proraouna bez ulnenja u strukturu raeunslcih 
shema. Teigte rada bite stavljeno na metode konaenih razlika i to na raounslcu shemu 
MacCormack koja se zasniva na principu etapnog regavanja problema. Ona ne zahteva 
uvodenje posebnog algoritma za otkrivanje i pradenje 'dela talasa i omogueava dobijanje slabih 
regenja. Ima taenost drugog reda u prostoru i vremenu i relativno jednostavan algoritam, tako 
da je poslednjih desetak godina postala populama u analizi problema prostiranja talasa sa 
stnnim eelom. 
Cilj ovog rada je izrada raeunskog modela i softvera za proraeun blago i naglo 
promenljivog neustaljenog teaenja u otvorenim tokovima. Model je baziran na raeunskoj 
shemi MacCormack. 
Postupak verifikacije izabrane numerieke metode obuhvatioe poredenje rezultata 
raounskog modela sa: 
10 odgovarajuoim analititifin regenjem (za pojednostavljene slueajeve), 
2° rezultatima sopstvenih meranja na fizielcom modelu i 
30 dostupnim rezultatima merenja drugih istraiivaaa. 
Pogto lcvalitet dobijenih rezultata za tokove sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka 
zavisi: 
1° od izbora oblika u kome su napisane jednaeine matematielcog modela, 
2° od toga da Ii primenjena riounska shema poseduje svojstvo konzervativnosti ili ne i 
3° od toga da ii raeunska shema pripada grupi tzv. disipativnih ill nedisipativnih shema, 
prilikom provere modela posebna paianja bite posvedena analizi svojstva konzervativnosti 
MacCormack-ove raeunske sheme i analizi problema oscilatomih regenja. 
Na kraju Oe se na primeru jednog prirodnog vodotoka sagledati moguanost primene 
modela u regavanju problema iz hidrotehnieke pralcse. 
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U nastavicu sledi kratak pregled sadrlaja ovog Magistarskog rada. 
Imajudi u vidu da su pojmovi konzervativni oblik i svojstvo konzervativnosti kljueni 
pojmovi za shvatanje problema matematiolcog i numerialcog modeliranja tokova sa naglom 
lokalnom promenom dubine i protoka, u Poglavlju 2 ee, pre bile kakvog dubljeg ulgenja u 
problematilcu modeliranja, biti podvueena razlika izmedu ova dva termina. 
Matematieki modeli linijskog i ravanskog neustaljenog teeenja u otvorenirn tokovima 
bide prikazani u Poglavlju 3. Na primeru modela linijskog teeenja prodiskutovaae se regenja 
koja se dobijaju primenom jednaeina u konzervativnom i nekonzervativnom obliku. 
Sistematizacija do sada korigeenih numeriekih metoda za simulaciju tokova sa naglom 
lokalnom promenom dubine i protoka, detaljan opis raeunske sheme MacCormack, lineama 
analiza stabilnosti i prikaz postupica numerieke filtracije regenja primenom koncepta vegtaake 
viskoznosti Noe dati u Poglavlju 4. 
Provera predloienog numerielcog modela izvrgiee se u Poglavlju 5. Potpoglavlje 5.1 
posvedeno je verifikaciji linijskog modela. U njemu óe prvo biti prikazani rezultati poredenja 
sa analitiacirn regenjima objavijenhn u literaturi (Garcia, Kahawita 1986 i Jha, Akiyama, Ura 
1994), a potom slede poredenja rezultata numerieke simulacije sa rezultatima merenja. 
Simulirani su: teeenje sa pojavom hidraulielcog skoka i prostiranje talasa sa strmim eelom. 
Potpoglavlje 5.2 posveoeno je problemima konzervativnosti i oscilatomth regenja pri 
numerielcom modeliranju ravanskih tokova. Prvo je izvrgena provera svojstva konzervativno-
sti raeunske sheme MacCormack na hipotetielcom primeru rugenja brane. Potom je, na 
primeru numerieke simulacije jednog laboratorijskog eksperhnenta, analizirana taenost 
rezultata koji se dobijaju primenom jedna'aina u konzervativnom i nekonzervativnom oblilcu. 
U Potpoglavlju 5.3 razmatra se moguenost pritnene predlo2enog raeunskog modela u 
regavanju praktienih problema. 
U poslednjem, gestom Poglavlju izvrgiee se sumiranje najvainijih zalcljudaka do kojih 
se doglo tokom izrade ovog Magistarskog rada. 
2. Konzervativni oblik parcijalnih diferencijahiih jednaeina 
I svojstvo konzervativnosti raeunskih shema 
Pojmovi "konzervativni oblik" i "divergentni oblik" su sinonimi i odnose se na naein 
pisanja parcijalnih diferencijalnih jednaeina. Za ove jednaeine se ka2e da su napisane u 
konzervativnom obliku ako su koeficijenti uz parcijalne izvode iii konstante ili se, u slueaju 
da nisu konstante, njihovi izvodi ne pojavljuju u jednaeini [7]. U jednaeinarna koje 
predstavljaju matematieku formulaciju zakona odrianja neke fizieke velieine (mase, kolieine 
1cretanja, energije i entropije) napisanim u konzervativnom oblilcu mo2e se uoeiti divergencija 
te velieine. U Mehanici fluida tipioan primer predstavlja jednaeina odrianja mase. Njen 
divergentni oblik je: 
a p 	a(pu) a(pv)  
at ax 	ay 
(2.1) 
Zbir poslednja tri elana predstavlja divergenciju velieine p V,, pa se prethodna jednaeina 
moie napisati na slededi naein: 
a p + V(p‘c) = 0 
at 
(2.2) 
gde je: p gustina fluida, V„ vektor brzine toka, x, y i z su prostorne koordinate, a t je vreme. 
Nekonzervativni iii nedivergentni oblik jednaeine oddanja mase dobija se kada se 
izvodi poslednja tri olana u jednatini (2.1) napikt u razvijenom oblilcu: 
ap p au ,ap p av +y ap p aw ±w ap 0 
at ax ax ay ay az Oz 
Jednaeine (2.1) i (2.3) su matematieki gledano ekvivalentne ako i samo ako su sve 
promenljive i funkcije tih promenljivih bar jedanput diferencijabilne. Ukoliko je, medutim, 
funkcija neke promenljive skokovita, korigoenje jednaeina napisanih u nekonzervativnom 
obliku mo1e dovesti, kao to de se u nastavlcu pokazati, do grubih gregaka prilikom 
numerieke integracije tih jednaeina. 
(2.3) 
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Parcijalna diferencijalna jednadina predstavlja zakon odfianja neke velidine u taeki, 
a dislcretizaciona jednadina metode konaenih razlika aproksimaciju parcijalne diferencijalne 
jednadine u okolinf te taeke. Ako u proizvoljnoj kontrolnoj zapremini koja mo2e da obuhvati 
ditavu razmatranu oblast iii bib o koji njen deo, pri bib o kojoj gustini radunske mre2e zakon 
odr2anja razmatrane velieine ostane nenarukn, primenjena radunska shema poseduje svojstvo 
konzervativnosti. Ova osobina radunske sheme matematieki se dokazuje primenom Gauss-ove 
teoreme o jednakosti zapreminskog i povrknskog integrala: 
f V(p Vv ) d Va = f (pV0tridAn 	 (2.4) 
Va. 	 An 
Pri torn se integral zamenjuje sumom a parcijalni izvodi konadnim razlikama. 
Provera konzervativnosti bide ilustrovana na primeru radunske sheme kod koje se 
izvod po prostoru zamenjuje konadnim razlikama unazad, a izvod po vremenu konadnom 
razlikom unapred. Zbog jednostavnosti se razmatra linijsko tedenje, uz napomenu da se isti 
postupak mcde vrlo lako sprovesti za ravansko i prostomo tedenje dodavanjem jog' jedne 
odnosno, dye sume. 
Jednadina kontinuiteta za linijsko tedenje u konzervativnom oblilcu glasi: 
ah _ _a(uh) 
dat je slededim izrazima: 
ui > 0 za Vi 
u. >OzaI 1 s isl 





Dislcretizacioni oblik prethodne jednadine 




n (uh) 	- (uh)i _i 
Ax 
(uh)., - (uhr At 
Ax 
gde su I i 12 granieni profili neke konaene oblasti 
Kao ko se vidi, pri zameni parcijalnih izvoda konadnim razlikama treba voditi raduna 
o znaku brzine u, i shodno tome korigovati konaene razlike po prostoru. 
Prvo de se razmotriti sludaj kada je u >0 u celoj oblasti strujanja. Sumiranjem izraza 
(2.6a) po svim profilima oblasti dobija se: 
Okolina obuhvata nekoliko susednih radunskih tadaka. 
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1 	 shr -(uh)7_, [i h 46ix - E hin 46a1= E -  o L 	AX - 
At 
 
1=11 	i =1  	Ax 
12 
= E (uh)7_1 -(uh)7 
	
(2.7) 
Da bi se skratilo pisanje, u sumi sa desne strane jednakosti izostaviee se vremenslci indeks 
n koji je isti za sve elanove, a potom de se izvrgiti sabiranje: 
12 
E othvi - (uh), = 	 (2.8) 
	
= (uh)1, - (uh), 	 i =I, 
1 
+ (uh) 1 -(uh), +1 	 i ' 11+1  , 	1 
+ (uh)i _ - (uh)11+2 	 i = 
+ (uh)12 _3 - (uh),2-2 
+ (uh)12 _2 - (uh)12 _1  
+ (uh)iyi - (uh)1 = 
= (u h 	- (uh), 
Jednaaina (2.7) tada postaje: 
At &f t 	1=1, 
E 2 
hintiAx _ E hen&  = (uh)7 - (uh)7 
	
(2.9) 
elan ( uh )1, _ predstavlja ulaz, a élan ( uh )12 izlaz mase iz kontrolne zapremine Vo kroz 
njene granice. Suma po svim profilima razmatrane deonice (analog zapreminskom integralu) 
jednaka je razlici ulaza i izlaza (analog povrginskom integralu), to znaei da je zadovoljena 
Gauss-ova teorema. Drugim reeima, primenjena raounska shema poseduje svojstvo 
konzervativnosti. 
Sada oe se razmotriti slueaj u kome su diskretizacione jednatine bazirane na 
jednaeinama napisanim u konzervativnom °Mika, au se smer brzine u razmatranoj oblasti 
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menja: u, >0 za 	tsi <0 za / < i 5'2 Koristi se izraz (2.6b). Sumiranjem po svim 
profilima oblasti 0 dobija se: 
2+1 	 (uhr - (uhr_i 	(uhr.1 - u (hr 
Ax = - E Ax - E hi" Axi= E 	Ax + E - 	 
.1, 	=1, Ax 	i=z+1 Ax 
12 
=5 (uh)7 - (uh)7 + 5  (uh) - (uh)'n  
1=1+1 
(2.10) 
Kao i u prethodnom primeru, u sumama sa desne strane znaka jednakosti izostavide se gomji 
indelcs n (zajednieki za sve sabirke), a potom de se izvrgiti sabiranje: 
12 
5 (uh)i_i -  (uh), - 5 (uh)i -  (uh)i.n = 
i =11 	 1=1+1 
= (uh)li 	- (uh )1, 
+ (uh)ii -(uh)lin  




+ (uh )1 _2 - (uh i =1-1 
+ (uh 	- (uh 1=1 
+ (uh 	- (uh)b.2  1=1+1 
+(uh)1+2 - (uh )1,3  i =1+2 
+ (uh),_2 - (uh),_i i = 12-2 
+ (uh )12 _1 - (uh)12 i =12-1 
+ (uh )12 - (uh )124 = i =12 
= (uh)irl - (uh)12,4 - (uh )1 + (uh (2.11) 
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Ax = (uh)7ci - (uh)72ti - (uh)7 + (uh)74  
At (2.12) 
Prva dva elana sa desne strane znaka jednakosti predstavljaju ulaz mase u kontrolnu 
zapreminu Vo, a tredi i oetvrti elan tzv. "greglcu nekonzervativnosti". Pato je tit> 0, a 
ts/4.2< 0, poslednja dva elana se mogu napisati na slededi naein: 
-(uh)! + (uh)i+i = -uthi - 	= 	+lui+ilk÷11 
Zarnenom (2.13) u (2.12) dobija se: 
12 	 12  
1n n n n 
At 	hin+1Ax E  hinia = (uh
);_, - (uh)7 +1 - 
1 	 2 	 11 = 	 H ui 1111 + 1 	
, +1 1  
(2.13) 
(2.14) 
Uslovi Gauss-ove teoreme u ovom slueaju nisu zadovoljeni, to znaei da je svojstvo 
konzervativnosti raounske sheme naraeno. Pato je dubina h uvek pozitivna velieina, gregka 
(2.13) ima karalcter vataelcog (numerielcim putem izazvanog) "ponora", tj. izaziva vataelco 
smanjenje zapremine fluida u D. Kod ravanskog teaenja graka se javlja samo ako 
komponenta brzine u pravcu u kome se raeunaju konaene razlike menja znak [31]. To znaei 
da oe se kod raounanja razlika u pravcu y gralca javiti ako je v >0 a vu+, <0 (gde je v 
komponenta brzine u pravcu y). Medutim, ako se raeunaju konaene razlike u pravcu x, 
razlieiti smerovi komponente brzine u pravcu y (vi >0 i v 	< 0 ) neoe izazvati gregku 
nekonzervativnosti [31]. 
Prethodna analiza je pokazala da se prilikom korigeenja jednaeina u konzervativnom 
obliku svi "unutragnji" elanovi medusobno potiru kada je it; >0, vi E [Ii , 12 ], a da se u 
slueaju kada je U1 >0, I, i 1 i ui <0, 1+1 	•12 potiru svi "unutragnji" olanovi osim dva 
Nana u profilima u kojima brzina menja znak. Ista analiza oe se sprovesti i za slueaj kada 





ah _ h au 
at 	ax 	ax 
(2.15) 
Zamenom parcijahnh izvoda konaenim razlikama dobija se: 
n 	It 
hin+1 /114 	n 	- h171 	n U• -Ui_1 
	  -   - hi  
A t Ax Ax 
(2.16) 
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Izvrgide se sumiranje izraza (2.16) po svim profilima konaene oblasti 0 ogranieene profilima 
112 : 




- E Ax - E uin 	Ax1-1  Ax + E ui 11.-1  Ax - 
=1 	1=11 	 i=1 	AX 
12 
E till (hi 
i =1, 
12 
E hi" 	-U1") 
i =1, 
(2.17) 
I ovde de se, u sumama sa desne strane znaka jednakosti, u cilju slcradenja pisanja, izostaviti 
gomji indeks n. Obe sume de se napisati u razvijenom obliku: 
12 	 12 
E (uih, - u i ) - E (u,_,h,-uihi ) = 
=II 	 i = 11  
= (u11h11 _1 — 	+ (U11 _ 1 /211 — 
+ (u 11h1 	Ui +1h1 +1 ) + (141 h1 	— 	) 	 =11+1   
- u/i2h/
1
+2) + (uI 1h12 - u11+2h11+2 ) + 	 i =11 +2 
- u 	h ) + (u h - u h ) + ,+2 1,+3 11 +3 	11 +2 11 +3 	I1 +3 11 +3 	 i = 11 +3  
Uoeava se da se, za razlilcu od slueaja kada su jednaeine napisane u konzervativnom obliku, 
parovi koji odgovaraju protolc-u mase lcroz granice unutra§njih profila medusobno ne potiru 
jer je: 
U I +2hI +I - 11+1 = (u1,+2 -2u1i+1 + ul )h (2.19) 
osirn u sluaaju kada je is1 =const. Gauss-ova teorema, oeigledno, nije zadovoljena. Time je 
dokazano da matematieki analog parcijalne diferencijalne jednaaine napisane u nekonzerva-
tivnom obliku kod koga su izvodi zamenjeni konaenim razlikama ne poseduje svojstvo 
konzervativnosti. 
Na osnovu iznetog me& se zakljueiti da na svojstvo konzervativnosti raounske sheme 




3. Matematieki modeli otvorenih tokova 
U ovom delu bite prilcazani modeli linijskog i ravanskog neustaljenog teeenja sa 
slobodnom povrginom. Kao to je vet reeeno, u raeunskoj hidraulici se razlilcuju tri pristupa 
matematielcom modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka. Oni te 
biti opisani na primeru linijskog teeenja. Znaaaj korigtenja jednaeina napisanih u 
konzervativnom oblilcu u regavanju problema prostiranja talasa sa strmim 'adorn bite istaknuta 
takode na primeru linijskog teeenja. Pogto je ovaj rad posveten metodama koje daju slaba 
relenja, detaljno de biti objagnjen postupak izvodenja jednaeina ravanskog toka koje 
predstavljaju osnovu direktnog pristupa (through approach). Postupak izvodenja jednaeina 
linijskog modela nete biti prikazan. On se mote nadir u literaturi [7]. 
3.1 Linijski tokovi 
Linijsko neustaljeno teeenje sa slobodnom povrginom opisuje se Saint-Venant-ovim 
jednaeinama. Jednaeine su dobijene primenom zakona o odrianju mase i zakona o odrianju 
kolieine kretanja na kontrolnu zapreminu smegtenu izrnedu dva proizvoljno izabrana popreena 
preseka. Prilikom njihovog izvodenja polo se ad sledeeih pretpostavki: 
1° tok je izrazito linijski, pa se mote smatrati da je raspored brzine u popreenom preselcu 
ravnomeran, 
2° vertikalna ubrzanja fluidnih deli& su mala i zakrivljenost strujnica je mala, to za posledi-
cu ima hidrostatieki raspored pritiska pa vertikali, 
3° nagib dna kanala je relativno mali, tj. tga a i cosa 1 i 
40 linijski gubici (usled trenja) mogu se raounati pomodu empirijskih izraza za ustaljeno teee-
nje. 
11 
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Vektorski oblik Saint-Venant-ovih jednaeina dat je sledeoim izrazom: 
Ut +E = S (3.1a) 
gde je: 
u ={A l E = S = 	
0 




     
Indeksi xitu jednaCni (3.1a) predstavljaju, redom, skradene oznake za parcijalni izvod po 
vremenu i parcijalni izvod po prostoru. Povrgina popreonog preseka A i protok Q su zavisno 
promenljive. Velieina oznaeena sa J predstavlja statieki moment povrgine popreenog preseka 
u odnosu na povrtinu vodenog ogledala i raouna se prema sledetem izrazu: 
h(x) 
= f [h(x) - n]c (x ,n) 	 (3.2) 
gde je: h(x) — dubina vode u profilu, n — vertikalno odstojanje mereno od najnae taeke 
popreenog preseka, a(x,n) — tirina popreenog preseka na rastojanju n ( a (x ,h (x)) = b(x) , 




Slika 3.1: Elementi popreanog preseka 
Velieina 	predstavlja prirakaj statiekog momenta povrtine popreenog preseka usled 
neprizmatienosti korita i definisan je izrazom: 
h(x) 
/2 	f aa(x ' TO (h(x)-ifl dn ax (3.3) 








gde je zd kota dna, a nagib linije energije sa Sf . On je defmisan Marming-ovom formulom: 
s _ 11 2 QIQI 
A 2 R:13  (3.5) 
gde je n Manning-ov koeficijent. 
Ukoliko se umesto Q (x,t) i A (x,t) za zavisno promenljive izaberu brzina u i dubina 
h, tada se, imajudi u vidu da je: Q = uA(h), B = b(h), 	3AIäh =B 
—a (gI1) = gA(x) ah(x)  + gI2 , velctorska jednaeina (3.1a), posle odgovarajuoith 
ax 	 ax 













     
Vektorske jednaeine (3.1) i (3.6) predstavljaju sisteme nehomogenih nelinearnih 
parcijalnih diferencijalnih jednatina hiperbolielcog tipa. U oba slueaja jedino su jednaeine 
ochlanja mase homogene. 
Poznato je da se pri odredenim poeetnim i granienim uslovima regavanjem nelinearnih 
jednaeina, kojima se opisuje blago i naglo promenljivo neustaljeno teeenje u otvorenim 
tokovima, dobijaju dvoznaeni rezultati. Stoga se za numerielcu integraciju jednaeina (3.1) i 
(3.6) mogu primeniti metode koje daju slaba regenja, tj. regenja koja pokrivaju i oblast u 
kojoj su funkcije osnovnih velieina toka kontinualne i diferencijabilne i oblast u kojoj se 
javlja njihov diskontinuitet. 
Ako se u (3.1) i (3.6) stavi da je S=0 i T=0, tada se dobijaju sistemi homogenih 
nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednaeina koji su detaljno matematieki proueeni i za 
koje je utvrdeno sledeoe. Slaba regenja dobijena numerialcom integracijom homogenih 
jednaeina sistema (3.1) final] su realna i odgovaraju diskontinualnim rdenjima integralnih 
jednaeina izvedenih primenom zakona o odr2anju mase i zakona o ochianju kolieine kretanja 
[7]. Korigeenjem ovih jednatina obezbeduje se zadovoljenje najvainijeg uslova kojeg je 
potrebno [spunk] pri modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka, 
a to je oeuvanje koliaine kretanja (oeuvanje ravnoteie sila, jer je dinamielca jednatina, 
zapravo, jednaeina ravnoteie sila). Rdavanjem sistema homogenih jednaeina (3.6) takode 
se mogu dobiti slaba regenja. Ova rdenja, medutim, odgovaraju potpuno drugom 
T =0 
Px<  
( b ) 
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diskontinualnom regenju — regenju dobijenom korikenjem integralnih jednaeina koje su 
zasnovane na zakonu odrlanja energije [7]. Pogto zadovoljenje zakona odrlanja energije 
obavezno ne implicira i zadovoljenje zakona odrianja kolieine kretanja, za dobijena regenja 
se ne mole tvrditi da su apsolutno pouzdana. 
Nehomogeni sistemi nelinearthh parcijalnih diferencijalnih jednaeina jog uvek nisu 
detaljno matematielci proueeni. Za sada se pretpostavlja da je uticaj slobodnill elanova u 
odnosu na ostale elanove u dinamielcoj jednatini relativno mali i da bitno ne menja osnovne 
osobine parcijalnih diferencijalnih jednaeina [7]. 
Za homogene jednaeine sistema (3.1) kale se da su napisane u punom konzervativnom 
obliku, a za homogene jednaeine sistema (3.6) da su napisane u nekonzervativnom obliku. 
U Poglavlju 2 je pokazano da oblik u kome su ispisane jednaeine matematiekog modela pri 
numerielcoj integraciji tih jednaeina znaeajno utiee na svojstvo konzervativnosti izabrane 
raeunske sheme. Korikenjem jednaeina u nekonzervativnom obliku za matematielco 
modeliranje tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka u nekim slueajevhna 
mogu se dobiti naizgled fizièki realna regenja i to samo zahvaljujudi maloj promeni pojedinih 
Olanova u jednaeinama [7]. Medutim, upotreba ovalcvih modela se ne preporuauje, jer uvek 
sa sobom nosi opasnost iii da se dobiju nepouzdana slaba regenja, iii da se diskontinualno 
regenje i ne dobije. Nejednakost regenja dobijenih pritnenom homogenth jednatina (3.1) i 
(3.6) biee pokazana negto kasnije na primeru prostiranja talasa sa stnnim eelom. 
Opisani matematieki model predstavlja osnovu direktnog pristupa problemu 
modeliranja tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka. 
Postupalc u kome se eelo talasa/hidraulielci skok modelira korikenjem posebnog 
sistema jednaeina pripada tzv. shock-fitting pristupu. Jednaeina kontinuiteta i dinamieka 
jednaeina ispisuju se za kontrolnu zapreminu smegtenu izmedu preseka uzvodno i nizvodno 
od strmog eela (Slika 3.2a). Pretpostavlja se da se posmatrae lcrede zajedno sa &loin talasa 
Ida su preseci dovoljno udaljeni od stnnog eela, tj. da je u njima raspored pritiska po dubini 
hidrostatieki. S obzirom na to da u razmatranoj zoni dominiraju inercijalni uticaji, u 
dinamielcoj jednatini se zanemaruje sila trenja. Zbog pretpostavke o malom nagibu dna 
(cosa 1) zanemaruje se i komponenta side teline u pravcu toka (Slika 3 .2b). 
(a) 
Slika 3.2: (a) Kontrolna zapremina za koju se ispisuju jednaeine matematielcog modela; 
(b) Shema sila koje deluju na kontrolnu zapreminu 
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Jednadina kontinuiteta i dinamieka jednadina imaju slededi oblik: 
Q1 — WT A1 = Q2 — W 2 A2 
Q12 	 Q22 
g 1 1 ± —A1 = g/1'2 4. A2 
(3.7a) 
(3.7b) 
U prethodnim izrazima 	predstavlja brzinu prostiranja talasa, a /1.1 i /1,2 , redom, statielci 
moment povrgine poprednog preseka 1 i statieki moment povrgine popreenog preseka 2 u 
odnosu na povrginu vodenog ogledala. Deo toka van zone strmog dela modelira se korigde-
njem Saint-Venant-ovih jednadina. 
Veliki gradijenti osnovnih velieina toka u blizini strmog eela kod nelcih ratunskih 
shema izazivaju tegkode pri numeriekoj integraciji parcijalnitt diferencijalnih jednadina 
sistema (3.1) i (3.6). One se ogledaju iii u pojavi vegtaelcih (numerielchn putem izazvanih) 
oscilacija u liniji nivoa, nivogramima i hidrogramima, iii u potpunom rasturanju proraduna 
posle svega nekoliko radunskih koralcas. Stoga se doglo na ideju da se jecinginama (3.1) i 
(3.6) doda jog jedan élan u kome figurige tzv. vegtaelca viskoznost (pseudoviskoznost). Uloga 
novododatog Nana je da vegtaelcim (numerielcim) putem ublai (smanji) velike gradijente i 
na taj nadir) omogudi proradun. Ovaj pristup matematielcom modeliranju tokova sa naglom 
lokalnom promenom dubine i protolca u literaturi je poznat pod nazivom metoda pseudo-
viskoznosti iii eksplicitna metoda vegtaelce viskoznosti i treba ga shvatiti kao varijanu 
direlctnog pristupa kojom se unapred pokugavaju da rege problemi koji se mogu javiti tokom 
regavanja jednadina sistema (3.1) i (3.6). 
Koncept elcsplicitne vegtaelce viskoznosti prvi su uveli von Neumann i Richtmayer 
1950. godine i on je uglavnom korigden u regavanju problema iz oblasti gasne dinamike. 
Preissmann i Cunge su 1961. godine ovaj postupak prilagodili i primenili u hidraulici 
otvorenih tokova. Struktura dopunskog Nana je izabrana tako da se korekcija numerielcog 
regenja vrgi samo u oblastima sa ogtrim (velikim) gradijentima. Postupak je bio primenjen 
na homogene jednadine u nekonzervativnom obliku: 
ah ÷ a (uh) - 0 
at 	ax 	 (3.8a) 
au ± a (u 2 ) 	ah l acy 
at 	axk 2 ) g ax + h ax 	
(3.8b) 
U novododatom elanu (poslednjem 'alarm u jednaeini 3.8b) figurige vegtadka viskoznost (pseu-
doviskoznost) q koja je definisana na slededi nadin: 
q = 
/ 2h( au )2 
ah ) 
(3.9) 
    
3 0 ovim problemima detaljno 6e bid reei u Poglavljima 4 i 5.2. 
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gde jel=a6a karakteristiena dulina, tj. du1ina koja pokazuje koliko de (najmanje) radunslcih 
polja du2ine Ax zahvatati eel° talasa u dobijenom numeridkom regenju. Preissmann i Cunge 
su preporutili da to budu dva iii tri polja (a=2 ili a=3). 
Prilagodeni oblik originalne metode von Neumann-a i Richtmayer-a ovde je prikazan 
zbog svog istorijskog znadaja. S obzirom da je postupak primenjen na jednadine u 
nekonzervativnom obliku pitanje je da Ii su dobijena regenja bila fizieki realna. 0 vegtaakoj 
viskoznosti bide jog govora u Poglavlju 4. 
Prilikom opisivanja direlctnog pristupa matematiekom modeliranju tokova sa naglom 
lokalnom promenom dubine i protoka istalcnuto je da u analizi problema ove vrste ne hi 
trebalo koristiti jednadine napisane u nekonzervativnom obliku. Ova tvrdnja de i formalno 
biti dolcazana na primeru prostiranja talasa sa strmim delom. 
Osnovu za izvodenje dokaza predstavljaju teorema o ekvivalenciji regenja integralnih4 
i odgovarajudih parcijalnih diferencijalnih jednadina i defmicija slabog regenja. Teorema 
glasi: "Neka su U, i U2 regenja homogenog sistema (3.1) eije su oblasti definisanosti u xOt 
ravni odvojene glaticom Icrivom. Vektori U, i U2 su regenja integralnih jednadina (3.10) i 
(3.11) ako i samo ako je lokalni nagib krive koja razdvaja njihove oblasti definisanosti 
dx/dt=wT i ako vrednosti vektora U, i U2 zadovoljavaju uslov: 
wr [U2 -U1 ] = [E2 -E1 ] (3.12) 
Regenje homogenih jednadina (3.1) koje zadovoljava jednadine (3.10), (3.11) i (3.12) zove 
se slabo regenje diferencijalnih jednadina. 
Razmatrade se pojednostavljeni sludaj — tedenje idealnog fluida u horizontalnom 
prizmatienom kanalu pravougaonog popreenog preseka girine B= 1m. Velctori UiEu 
jednakini (3.1) u ovom sludaju dobijaju slededi oblik: 











s = (3.13) 
      
       
a velctori V i P iz jednaeine (3.6): 
v= [h I P= 
uh 




Integralne jednae'ine iz kojih se izvode homogene parcijalne diferencijalne 
jednaoine sistema (3.1) napisane u formi integrala du 2 zatvorene konture [7] su: 
1[A dx +Qdt] = 0 (3.10) 
Q 2 	/1 dt I = 0 
A 
(3.11) 
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Prvo e biti analizirana regenja konzervativnih jednadina (3.13), a potom i re§enja 
nekonzervativnih jednaeina (3.14) 
Prhnenom jednaeine (3.12) na vektore (3.13) dobija se slededi sistem jednaeina: 
w. (h2 -h1 ) = (u2h2 	) 
2 
2 	gh2 	 ghi2 )1 
WT (U2h2 — Llihi ) = [[ h2 + —
2 




koji treba raid po nepoznatoj brzini prostiranja talasa wr . Kombinovanjem jednaeina (3.15a) 
i (3.15b) mole se eliminisati brzina wr i utvrditi veza izmedu brzina u1 i u2 i dubina h1 i h2 
sa razlieitih strana strmog eela: 
- u2 = ± (h2 - h1 ) 1  h1 +h2)— 8 
 h h 	2 k 	1 2 (3.16) 
Kada se prethodna jednaeina regi po u1 i re§enje zameni u jednaeinu (3.15a), dobija se izraz 
za raeunanje brzine prostiranja talasa: 
hi hi h2  12 
W = U 	[8,  T 	2 -1- — h2. 	2 (3.17) 
Do iste relacije se dolazi i regavanjem integralnih jednaaina sistema (3.7), to znaei da su 
rezultati dobijeni primenom jednaeina napisanih u konzervativnom oblilcu faitki realni. 
Ukoliko se jednaeina (3.12) primeni na velctore (3.14), sistem jednaeina koji treba 
re§iti po nepoznatoj brzini prostiranja wr izgleda ovako: 
wr (h2 -hl ) = (u2h2 (3.18a) 
If 	2 I 	2 
WT  (U —U ) = 2 	
— 





I ovde de se kombinovanjem jednaeina (3.18a) i (3.18b) najpre eliminisati brzina wr , a 
potom utvrditi veza izmedu brzina u1 i u2 i dubina h1 i h2 (sa razlieitih strana eela talasa). 
Ona je definisana sledeeom jednaeinom: 
(3.19) 
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Izraz za brzinu prostiranja wr izvodi se na taj naein to se prethodna jednaeina rdi po it1 i 
dobijeno reknje zameni u jednaeinu (3.18a). Rezultat ovih algebarskih transformacija je: 
(2ghi2 Ii 
wT = It2 ± hi + h2 (3.20) 
Uoeava se da se reknje proizaglo iz jednaeina napisanih u nekonzervativnom obliku 
razlikuje od regenja koje se dobija primenom jednadina napisanih u konzervativnom oblilcu. 
(Izuzetak predstavlja slueaj kada je hi = h2 ,to odgovara jednolikom teeenju.) Rezultati 
numerieke integracije nekonzervativnih jednaeina, dakle, nisu fizieki realni. Time je 
dokazano da je u analizi problema prostiranja talasa sa strmirn eelom i uop§te, u analizi 
tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka osnovni preduslov za dobijanje 
pouzdanih reknja korikenje jednaeina u konzervativnom oblilcu. 
Matematiolca formulacija problema, pored ispisivanja jednaeina (3.1), (3.6), (3.7) ili 
(3.8), podrazumeva i definisanje poeetnih i granienih uslova bez kojih bi rdavanje ovih 
jednaeina bib o nemoguee. Poeetnim uslovima definik se raspored dubina i protoka du2 kanala 
u trenuticu t=0. Promena zavisno promenljivih tokom vremena u najuzvodnijem i najnizvod-
nijem profilu definik se granienim uslovima. Poznato je da broj granienih uslova koji se 
zadaju na povrginama kroz koje voda ulazi u razmatranu oblast i izlazi iz nje zavisi od rdima 
teeenja i dimenzionalnosti problema. Kod linijskog teeenja u mimom reihnu u najuzvodnijem 
i najnizvodnijem profilu treba zadati po jedan granieni uslov: Q(t), h(t) iii Q(h). Linijsko 
teeenje u bumom re2imu zahteva da se u najuzvodnijem profilu zadaju oba graniena uslova 
(h(t) i Q(t)). Definisanje granienog uslova u najnizvodnijem profilu nije potrebno. 
3.2 Ravanski tokovi 
Kod ravanskog (u horizontalnoj ravni dvodimenzionog) teeenja, pored komponente 
brzine u pravcu glavnog toka (4), postoji i komponenta brzine u popreenom pravcu (v). 
Zbog toga je pretpostavku o ravnomemom rasporedu brzine u popreenom preselcu, koja je 
korikena pri izvodenju jednaeina linijskog toka, u ovom slueaju potrebno korigovati. Ona 
treba da glasi: raspored obe komponente brzine po dubini toka je ravnomeran. Sve ostale 
pretpostavke na kojima je baziran model ravanskog teaenja identione su pretpostavkama na 
kojima se zasniva model linijskog toka. 
Jednaeine matematiolcog modela ravanskog toka koje se korise u direktnom pristupu 
bide izvedene iz integralnih jednaeina napisanih za kontrolnu zapreminu prizmatienog oblika 
(Slika 3.3). 
3.2.1 Jednaeina odrianja mase 
Prema zakonu oddanja mase prira§taj mase u nekoj izabranoj zapremini V u intervalu 
vremena At=t2-t1 jednak je razlici izmedu ulaza i izlaza mase lcroz povdinu koja ogranieava 




xl 	 X 
Slika 3.3: Kontrolna zapremina na koju se pritnenjuju zakon odrianja mase i zakon 
oddanja kolieine lcretanja 
X2 y2 
I f [ ( ph ),2. - (phqdy dx 
	
(3.21) 
Razlika izmedu ulaza i izlaza kroz povrgine sa normalom u pravcu x-ose definisana je 
slededim integralom: 
t2 y2 
I f [(plih)C(pith)xddydt 
	
(3.22) 
a razlika izmedu ulaza i izlaza kroz povrgine sa normalom u pravcu y-ose integralom: 
£2 X2 
f f [( pvh )yi - ( p vh )y2 idx dt 
x, 
(3.23) 
Izjednaeavanjem izraza (3.21) sa zbirom integrala (3.22) i (3.23), posle deljenja sa p dobija 
se jednaeina oddanja mase koja glasi: 
x2 Y2 	 12 Y2 	 12 x2 
J' 
f ( h )g2 - ( h ),1 ] dy dx = f f [(uh )xi -(uh )x.21dydt +f  f [(vh )y, -(vh )y2 ] dxdt 	
(3.24) 
xi Y1 	 e l Y1 	 tl xl 
Jednaeina vaii nezavisno od toga da ii su podintegralne velieine neprekidne i 
diferencijabilne iii nisu. Ukoliko dubina h i jedinieni protoci u x i y-pravcu (uh i vii) 
zadovoljavaju sve potrebne uslove u pogledu neprekidnosti i diferencijabilnosti, Olanovi 
(uh )x2 i (vh).),,  mogu se razviti u Teylor-ov red u okolini taake ( x1 , yi , t1): 
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(h)12 = (h)t + 	At + 
32h At 2  
	
at 	32 2 
a (uh) Ax + $32 (uh) Ax 2 (uh)xz = (uh) + X1 	a x 	a x2 	2 
32 (vh) Ay 2 (vh)h = (vh)y + a (vh) 
 Ay + 




Kada se u prethodnim jednaeinama zadde samo prvi izvodi i novoformirani izrazi 
zamene u (3.24), dobija se integralna jednaeina za eije e'lanove u granienom slueaju (t1 -> t2) 
van: 
X2 Y2 	 X2 Y2 
lim f f i(h)12 - (h)t ddy dx = l 	r rah im [—a7 (t2 - t1 )}dy dx 
t2 tt1 
YI 	
12411 x1 yi X 
.r2 Y2 t2 
= 	f 	—
a 11 I dt dy dx 
at 
(3.26a) 
t2  y2 	 12
r 	a(uh)  
Y2 
r [ 	 Em 	f [(uh)x, - (uh)xi idy dt = lim (x2 -xi )1 dy dt 
x2 ax -oxi xr.xl 
12 Y2 X2 
= f 	f a(Uh)i dxdydt 	 (3.26b) 
ax 
II Yi X1 
12 X2 x 2 2 
fri 	[(Vh)y2 Olkyd dX dt liM y2lin:y1 
r 	a(ym,y2  
v 	ay 	
Y i  )1 dx dt 
xl 
f f r [  
ay
a ( vh)  idydxdt 
1 1 11  
(3.26c) 
Jednaeina kontinuiteta se tada transform& u: 
12 X2Y2 
I r r i ah a (uh) + a(vh)  ./it at + ax 	ay 	dydxdt = 0 I I XI yi (3.27) 
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Ona vali za priozvoljnu kontrolnu zapreminu. Skrativanjem vremenskog intervala (t1 -> t2 ) 
i smanjivanjem dimenzija kontrolne zapremine ( x1 x2 i yl y2 ) dobija se diferencijalni 
oblik jednatine odrieanja mase: 
ah + a (uh) a(vh)  
at 	ax 	ay 
(3.28) 
3.2.2 Jednaeine odrianja kolieine kretanja 
Zakon odrlanja kolieine kretanja (drugi Newton-ov zakon) glasi: "Priragtaj kolitine 
kretanja u jedinici vremena jednak je delujutoj sili". Saglasno ovom zakonu priragtaj kolieine 
kretanja u proizvoljno izabranoj zapremini V u intervalu vremena &=t2-t1 jednalc je razlici 
ulaza i izlaza kolitine kretanja kroz povrginu koja omeduje tu zapreminu uvetanoj za sumu 
impulsa spoljagnjih sila koje na tu zapreminu deluju tokom intervala At. 
Priragtaj kolieine kretanja u x-pravcu u posmatranoj zapremini u razmatranom 
vremenskom intervalu mole se izraziti sledetom relacijom: 
x2 Y2 
AMx 	f[(puh )t, -(puh )tddydx 	 (3.29) 
Razlika izmedu ulaza i izlaza kolitine kretanja u x-pravcu kroz povrgine sa normalom 
u pravcu x-ose iznosi: 
t2 Y2 
Mfxx = f f [(puh•u)x, -(puh•u),r2 idydt 
r, Yl 
a kroz povrgine sa normalom u pravcu y-ose: 
12 x2 




Pogto je ree o kontrolnoj zapremini prizmatienog oblika, statiolci momenat elemantarne 
povrkne (dyh)u odnosu na poveginu vodenog ogledala je 0.5h2 dy. Imajudi to u vidu, impuls 
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Impuls komponente sue teline u x-pravcu tokom vremena At iznosi: 
12 12 Y2 
IGx=iff pghSox dy dx dt 
E l 	xi y, 
(3.33) 
je: 	S zd  (3.34) gde Ox 	ax 
pad dna u x-pravcu, a impuls komponente sue trenja u x-pravcu Tx : 
12  £2 Y2 
= 	f 	pghSfx dy dx dt (3.35) 
11 xi 	Yi 
_ n 2 (uh) 	(uh)2 + (vh)2  je: gde (3.36) 
h 10/3 
pad linije energije u x-pravcu, a n Manning-ov koeficijent. 
Zakon odrianja kolieine kretanja matematieki se iskazuje sledeoom relacijom: 
AM = Mf 	Mixy + Ipx + I 	- 'Tx (3.37) 
ii u razvijenom obliku, uzimajudi da je gustina konstantna: 
£2 Y2 	 t2 Y2 	 t2 
f f [ (uh ),2 	( u dy dx = f f [(u 2h)xi - (u 2 h)x2 ]cly 
xl yl 	 t l y l 
dt + f f [(uvh)- (uvh)3,2 ] cLv dt + 
11 x1  
g f f[(h2 ) 
t1 
12 Y/ t2 




dy 	+ f f f ghS ox dy 	dt - 
t, 	y i 
.r2 y2 
- 	f f f ghS fx dy cix dt (3.38) 
Primenom istog postupka kao i u slueaju jednaeine odrianja mase — razvijanjem podintegral-
nih velieina u Teylor-ov red, prethodna jednaeina postaje: 
12  £2 Y2 
f f l a 	 
a 	
g  
(uvh)  h S 	- S 	dy dxdt = 0 
f 	(:th) aax ( u2h ± gh2 ) ± ay fx)1t, .21  Yl 
(3.39) 
U granienom slueaju — kada t1 -> 2' x1 —> x, i yi -> y2 dobija se diferencijalna jednaeina 
odrlanja kolieine kretanja za x-pravac: 
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a(uh) ± a (,„ 2 	 2) a(UVh)  gh(SOx -S fx ) at 	ax 	 ) 	ay (3.40) 
Postupak izvodenja jednaeine odfianja kolieine kretanja za y-pravac identiaan je sa 
postupkom koji je primenjen prilikom izvodenja jednaeine odrlanja kolieine kretanja za x-
pravac. banovi u relaciji kojom je matematieki iskazan zakon odrianja koliaine kretanja u 
ovom slueaju definisani su slededim izrazima: 
x2 y2  
	
10 AMy = 	f 




30 Mfyy = f f  [( 
r, 	xl 
12 s2  
401P  = g f f 
t, 	xi  
t2 x2 y2  
50 IGy  = f f f 
/I 	xi Y1 
gde je: soy 
h x2 y2  
6° IT =rf f 
Y 
(1 	Z1 Y1 
gde je: 	c "fy 
2° 	Mfyx =1 fi(pvh•u)x, -(pvh•u)x2 }dydt 
[(pvh),2. - 
pvh • v)yi - 
(pe ) - 
( pvh 


























p ghS fy dy dx 
_ n 2 (vh) 	(uh)2 +(vh)2  
h 10/3 
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Integrahn oblik jednaeine oddanja koheine kretanja za y-pravac mo2e se napisati na 
sledeti naain: 
t2 x2 Y2 
f r a (alch + a( auxvh) aay (v2h + 21  gh 2 + gh (Soy - S fy )1 dy dx dt = 0 
t, x, yl  
(3.49) 
U granienom slueaju — kada t1 -> t2 , x, -> x2 i yi -> y2 dobija se diferencijahn oblik ove 
jednaaine: 
a(vh) a(uvh) 	a (v 2h +_ gh 2) = 
gh (Soy Sfy) 
at 	ax 2 
(3.50) 
JednaCine (3.28), (3.40) i (3.50) obrazuju sistem nehomogenih nelinearra parcijalnih 
diferencijalnih jednaeina kojima se opisuju ravanski otvoreni tokovi. U njemu su sve 
jednaOine napisane u konzervativnom obliku. Radi kradeg pisanja, ovaj sistem jednaeina se 
mo2e predstaviti sledeoom matritnom jednaeinom: 
U t + Ex + Fy + S = 
gde je: 
(3.51a) 
   
uh 






v 2h + Ise 
2 
U = uh 
vh 
E = F= 
    
      
S = 
0 
-gh(Sox - Six ) 
-gh(Soy - Sty ) 
(3.51b) 
  
Ukoliko se umesto zakona oddanja koheine kretanja na izabranu kontrolnu zapreminu 
primeni zakon oddanja energije, tada se primenom napred opisanog postupka dobija sledeoi 
sistem diferencijalnih jednaeina: 
10 jednaeina oddanja mase: 
ah ahau ah av n  —+u—+ ft—+v—+ f& — V 
at ax ax ay ay 
(3.52) 
2° jednaeina odrianja energije za x-pravac: 
au au ah au av +u 	+g—+v—+u = -g  
at ax ax ay ay 
(3.53) 
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3° jednaoina oddanja energije za y-pravac: 
Dv +u av +v au v—av +g ah _ g (Soy -S1 )  
at ax x ay ay 
koji se u slcraeenom obliku mo2e predstaviti matrionom jednaeinom: 




V= u P= 
uh 








v + gh 
T= 
0 
-g(Sox - Sfx ) 
-g(Soy -Sfy ) 
(3.55b) 
   
Jednaeine (3.52), (3.53) i (3.54) napisane su u nekonzervativnom oblilcu. 
Za sisteme jednaeina (3.51) i (3.55) vat isto to je reeeno za jednaeine (3.1) i(3.6), 
tako da se to ovde neee ponavljati. 
I u slueaju ravanskih tokova korelctna formulacija problema pored ispisivanja 
jecingina matematiokog modela podrazumeva definisanje poeetnih i graniOnih uslova. 
Poeetnim uslovima definiAe se prostorni raspored zavisno promenljivih (h, u, v) u 
razmatranoj kontrolnoj zapremini u trenutku t=0. 
Granienim uslovima defmige se promena odredenih zavisno promenlj ivih na granicama 
kontrolne zapremine tokom vremena. Razlikuju se otvorene i evrste grantee. Otvorene 
granice su one povr§ine kroz koje voda nesmetano ulazi u razmatranu oblast strujanja i izlazi 
iz nje. Broj granienih uslova koji se zadaju na otvorenim granicama zavisi od re2ima teeenja 
i diumenzionalnosti problema. Ukupan broj granienih uslova za ravanske probleme je tn. 
Kod ravanskog teeenja u mirnom reiimu problem je dobro struktuiran ako se na 
ulaznoj granici zadaju dva graniena uslova (npr. obe komponente brzine u(t) i v(t) ill h(t) i 
u(t)), a na izlaznoj jedan (npr. nivogram — h(t)). 
Ravansko teeenje u burnom reinnu zahteva da se na ulaznoj granici zadaju sva tri 
graniona uslova (h(t), u(t) i v(t)), dok na izlaznoj granici definisanje granienog uslova nije 
potrebno. Medutim, zahtevi diskretizacije pri numeriekoj integraciji parcijalnih diferencijalnih 
jednaeina nameou potrebu da se na izlaznoj granici zada granieni uslov Oisto numerieke 
prirode — na primer u oblilcu nule prvih izvoda zavisno promenljivih: 
(3.56) 
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Primenom ovog uslova obezbeduje se "slobodni prolaz" hoz otvorenu granicu. Da bi se 
izbegao uticaj eventualne grace nizvodnog grani6nog uslova na rezultate proraeuna, 
nizvodnu granicu bi trebalo postaviti dovoljno daleko od oblasti koja je od interesa. 
Pogto se prikazanim matematiekim modelom ne modelira turbulencija, granioni uslov 
na Ovrstoj konturi podrazumeva da je komponenta brzine upravna na tu konturu jednaka nuli. 
4. Numerieki modeli otvorenih tokova 
Genera1no gledano, razlilcuju se dva pristupa numerialcom modeliranju fizielcih pojava 
i procesa — Euler-ijanski i Lagrange-ijanski. Kod Euler-ijanskog pristupa se posmatra razvoj 
procesa u fizielcom domenu koji je prelcriven filcsnom raeunskom mrdom, tj. mrelom èiji 
oblik i poldaj tokom celog proraeuna ostaju nepromenjeni. Kod Lagrange-ijanskog pristupa 
raeunslca mrda se generige, prilagodava i pomera u skladu sa razvojem analiziranog procesa 
(Slika 4.1). Stoga je kod Lagrange-ijanskog pristupa neophodno izvrgiti transformaciju 
originalnih jednaeina koje vde u fiksnom koordinatnom sistemu (Euler-ijanski pristup). Nave 
nezavisno promenljive treba izabrati tako da se obezbedi pomeranje raeunskih polja u skladu 
sa, na primer, kretanjem fluidnih deli& (jedna nezavisno promenljiva je strujna funkcija 
[36]), iii promenom nivoa vode u kanalu (nezavisno promenljiva je relativna promena kote 
nivoa z/H, gde je H dubina vode [34]). Iako su otvoreni tokovi koje karalcterige nagla lokalna 
promena dubine i protoka hidraulieke pojave koje bi se mogle analizirati primenom 
Lagrange-ijanskog pristupa, u razmatranju ovih fenomena za sada se jog uvek koristi Euler-
ijanski pristup. U dostupnoj literaturi naden je jedan primer primene Lagrange-ijanskog 
pristupa i to u analizi ravanslcih ustaljenih tokova kod kojih se javlja hidraulielci skok [36] 
i jedan primer primene megovitog Euler-Lagrange-ijanskog pristupa u proraounu ravanskog 
(u vertilcalnoj ravni dvodimenzionog) neustaljenog teeenja izazvanog naglim spugtanjem 
ustave na nizvodnom kraju kanala [34]. Preostali deo izlaganja odnoside se iskljueivo na 
Euler-ijanski pristup numeriekom modeliranju neustaljenog teeenja sa slobodnom povrginom. 
4.1 Pregled numeriekih metoda za proraeun tokova sa naglom lokalnom 
promenom dubine i protoka 
U uvodu je reeeno da se sve metode koje se u raeunskoj hidraulici koriste za analizu 
tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka mogu svrstati u neku od slededih pet 
klasa: 10 metode karalcteristika, 2° metode konaenih razlika, 30  metoda konaenih elemenata, 
4° metode Godunova i 5° metode razdvajanja fluksova. Pri torn je istaknuto da se lcvalitet 
27 
Sx(to-St)t 
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mre±a u t = ta- St 
mreta u t = to 
Slika 4.1: Raeunska mreia — Lagrange-ijanski pristup [25] 
svake metode ocenjuje prema univerzalnosti njene primene, a to, kao to je ve6 ream), 
podrazumeva da se utvrdi da li se torn metodom i sa kakvom taenogeu mogu simulirati 
sloleni tokovi kao to su tokovi sa jednovremenhn prisustvom burnog i mirnog reiima, 
talasna lcretanja sa izraienim strmim adorn i tokovi u sloienim geometrijskim uslovima. U 
nastavku 6e u osnovnim crtama biti opisana sugtina proraeuna za svalcu od navedenih pet 
ldasa metoda. Razmatranj a te se ogranieiti samo na linijske tokove. Ukoliko je metoda 
primenjivana i u analizi ravanslcih tokova, nazna6i6e se reference u kojima se moie na6i 
detaljniji opis raeunskog postupka za ravanske probleme. Nakon toga, sledi detaljan prikaz 
raOunske sheme MacCormack, koja, kao to je ve6 reeeno, pripada Idasi metoda konaonih 
razlika. 
4.1.1 Metoda karakteristika 
Sugtina metode karalcteristika zasniva se na einjenici da parcijalne diferencijalne 
jednatine hiperbolielcog tipa poseduju u prostoru nezavisno promenljivih tzv. karakteristiene 
putanje ("karalcteristike") dui koj ill se prostiru poreme6aji. Kod linijskih tokova karalcteristike 
su linije u ( x, t) ravni, a kod ravanskih tokova to su konoidi — povrgi u prostoru (x, y, t). 
U matematiolcom smislu poreme6aji predstavljaju diskontinuitete u izvodima zavisno 
promenljivih i fizieldh parametara koji se pojavljuju u jednaoinama, a ne diskontinuitete 
samih zavisno promenljivih [7]. Poremeeaj moie, na primer, biti diskontinuitet u nagibu 
povrgine vodenog ogledala (ay/ax) iii diskontinuitet gradijenta brzine (au/ax). Brzina njihovog 
prostiranja odgovara brzini prostiranja talasa u plitkoj vodi. U sluoaju linijskog teeenja ona 
iznosi: 
A —dx = u 	— =u±c 
dt (4.1) 
Znak "plus" se uzima kada se posmatraju poreme6aji koji se prostiru nizvodno (dui pozitivne 





Metoda karalcteristilca za ravanske tokove naziva se jog i metoda bikarakteristika. 
Zbog slotenosti njenog algoritma, ona se praktieno i tie koristi u analizi ravanskih tokova. 
Opis metode bikarakteristilca mote se mei u [25] i [26]. 
U literaturi ([71, [32]) se najdegde nailazi na jednadine metode karalcteristika koje su 
izvedene korigdenjem parcijalnih diferencijalnih jednadina napisanih u nekonzervativnom 
obliku. Primenom jednadina u nekonzervatvnom obliku dobijaju se detiri obidne diferencijalne 
jednadine od koji dye predstavljaju jednaeine karalcteristika (4.1), a preostale dye, tzv. uslove 







 (u + 2c ) = g (So - S f) - 
B ax 
D ( u - 2c )= g So - Sf + —uc aB (4.2b) 
B ax 
Jednadina (4.2a) vati du pozitivne, a jednadina (4.2b) dui negativne karalcteristike. 
Primenom metode karakteristika problem regavanja dye parcijalne diferencijalne jednadine 
svodi se, dalde, na negto lakgi problem regavanja detiri obiene diferencijalne jednaOine. 
S obzirom na to da de se u ovom radu analiza linijskih tokova zasnivati na 
jednadinama napisanim u konzervativnom obliku, u nastavlcu óe bid opisan postupak 
izvodenja jednadina metode karakterisdka za sistem jednadina (3.1). Pretpostavide se da se 
radi o prizmatienom lcanalu 	=0) pravougaonog popreanog preseka girine B 
= 0.5 gBh 2). 
Jednadina (3.1) mote se napisati u razvijenom obliku na slededi nadin: 
ah aQ — — u 
at B ax 
aQ + a (Q 2 )+±(1gBh 2 )-= gBh (So -,s1) 
at ax A 	ax 2 
(4.3a) 
(4.3b) 
Ako se drugi i tredi sabirak sa leve strane znaka jednakosti napigu u razvijenom obliku, tada 
se, imajudi u vidu da je za kanal pravougaonog popreenog preseka gAIB=gh, jedngina 
(4.3b) mote prikazati na slededi naein: 
ah aQ + 2Q aQ B[_(2 111:1)1— =gA(S0 -S1) 
at A ax 	A 	A 	ax 
(4.4) 
U izrazima iz uglaste zagrade prepoznaju se brzine prostiranja talasa u plitkoj vodi — (u-c) 
i (u+c). (Brzina prostiranja elementamog talasa je: c = JgA I B = 	.) 
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Jednaeina kompatibilnosti koja vaii dui negativne karalcteristike: 
dx = 2 .. 
dt A 
(4.5) 
dobija se tako to se jednaeina (4.3a) pomnoli sa: B ( 2 + for i oduzme od jednaOine 
A 
(4.4). Rezultat je: 
at 	k A 	) ax 
	
+B(_ 9±/72)ah 	rioahl_ gilt So - S 
j{ at A 	j ax 	\ 	111  
Jednaeina kompatibilnosti koja van dui pozitivne karakteristike: 
dx = 2 + c 
dt A 
dobija se na taj naein to se jednaeina 0.3a) porn 	(noti sa -B 2  - Vigli i sabere sa 
A 
jednaeinom (4.4). Rezultat je: 
C: 	) s + at A 	ax 
+B' Q 
	 + (2+vkrz )ahl = gA(So- S.1 ) A )L at 	A 	ax 
Uslovi kompatibilnosti (4.6) i (4.8) po svojoj formi ne potseeaju na izraze (4.2) koji 
su izvedeni primenom jednaeina napisanih u nekonzervativnom oblilcu. Korigeenjem veze 
izmedu protoka i srednje profllske brzine: Q=uA i izraza za brzinu elementamog talasa: 
c = fill, mote se pokazati da se jednaeine (4.6) i (4.8), posle odredenih algebarskih 
transformacija, svode na oblik dat izrazima (4.2). 
Osnovi uslov koji mora da bude ispunjen da hi se metoda karakteristika mogla 
pritneniti u proraeunu linijskih i ravanslcih tokova je neprekidnost zavisno promenljivih — 
dubine i protoka. Tada ne dolazi do medusobnog ulagtanja karakteristika iz iste familije i 
regenja se nalaze u preseku familija pozitivnih i negativnih karakteristika. Medutim, ako je 
reë o toku sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka, tada se fluidni deliai iz preseka 
sa vedom dubinom h2 (Slika 4.2) prostiru vedom brzinom od fluidnih delida iz preseka sa 
manjom dubinom h1 i u nekom trenuticu tA ih sustiiu formirajuoi na taj naein strmo eelo 
talasa. Strmo eelo talasa prostire se brzinom wT koja je manja od brzine prostiranja fluidnih 
deli& uzvodno od oela (u+c), a veaa od odgovarajuoe brzine fluidnih deli& nizvodno od 
Oela (u-c). U ovom slueaju, kao to se vidi, dolazi do medusobnog presecanja karakteristika 
iz iste familije (L2 A i L1 A), pa se do regenja mote cloói samo primenom postupka izolovanja 
strmog eela od ostalog dela toka (shock-fitting pristup). Jednaeine odrianja mase i odrtanja 
kolioine kretanja (3.7) napisane za kontrolnu zapreminu koja se krede brzinom w1  i jednaeina 








xA 	 X 
Slika 4.2: Nastanak talasa sa strmim &loin u trenuticu tA i njegovo prostiranje. 
(1) neporemetena oblast uzvodno od strmog eela, (2) neporemedena oblast ni-
zvodno od strmog eela, (3) putanja poremedaja 
dx 
—dt = wr 
(4.9) 
nisu dovoljne za regavanje ovog problema, jer je broj nepoznatih dva puta ye& od broja 
raspolcdivih jednaeina. Nepoznate su: dubine i protoci sa uzvodne i nizvodne strane eela (hi, 
, h.2 , Q2 ) njegov poloiaj ;co u trenuticu to =(n+1)46,t i brzina prostiranja w7.. Pogto 
brzina vtir zadovoljava uslov: 
C 1 + U 1 > W T > 
	
(4.10) 
u razmatranje se mogu uzeti i jednaeine karalcteristika koje u trenuticu to prolaze lcroz taaku 
sa apscisom xo — to su pozitivne karalcteristike EB i FB i negativna karakteristika GB — i 
odgovarajudi uslovi kompatibilnosti. Na taj naein se dobija sistem od devet nelinearnih 
algebarskih jednaCina sa devet nepoznatih koji se moie reiti, na primer, primenom Newton-
Rhapson-ovog postupka. 
U neprizmationim koritima, gde dolazi do odbijanja talasa o obale i njihove 
superpozicije, otkrivanje i prgenje velikog broja talasa primenom opisanog postupka postaje 
praktieno neregiv problem [32]. Stoga se metoda karakteristika ne koristi za analizu teOenja 
u prirodnim tokovima Pogto su karalcteristike, po definiciji, putanje dui kojih se prenose 
poremeaaji — informacije sa uzvodnog kraja ka nizvodnom i obmuto (kod mirnog teeenja) 
iii samo sa uzvodnog kraja ka nizvodnom (kod bumog teeenja), metoda karalcteristika 
predstavlja jedini ispravan postupak za odredivanje onih zavisno promenljivih koje u 
granienim profilima nisu zadate granionitn uslovom. 
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4.1.2 Metoda Godunova 
Metoda Godunova pripada metodama eiji se algoritmi zasnivaju na metodi 
karakteristilca (characteristics-based methods). Rea je o postuplcu kod koga se regavaju 
integralne, a ne diferencijalne jednaeine kao to je to sluaaj kod ostale eetiri klase metoda. 
U Poglavlju 3 je istaknuto da korigeenje integralnih jednaeina obezbeduje oeuvanje mase i 
kolieine kretanja i u slutajevima kada su funkcije zavisno promenljivih diskontinualne. 
Integracija po vremenu vrgi se izmedu vremenskih nivoa t" it "1 , a integracija po prostoru 
izmedu preseka sa apscisama Xj_ 1/2 i Xi 4.11v Jednaeine koje treba regiti itnaju slededi oblik: 
t„., 
I 	f 




























se transform& u: 
11.12. 
f S (V,x,t) dxdt 
In 
Ako se prva dva integrala sa leve strane znaka jednakosti izraze preko srednje vrednosti 


















    
a integrali fluksova i izvomog Nana preko srednjih vrednosti nad intervalom At: 
_n+— 
F 2 1 1 















tada jednaeina (4.12) postaje: 
1 	i i 	 I  n n + — fl +-  
< v >n +I 	<v >n 	At F—  ,2 — FI + At S• — 2 
Ax. I  i+L 2 
(4.16) 
Jednaeinama (4.14), (4.15) i (4.16) definisan je postupak proraeuna po metodi 
Godunova. On se sastoji iz dva koraka. U prvom koraku — koralcu predilctora se odreduju 
pribliine vrednosti fluksova u taakama xi _ 112 1Xj+112 i vrednost izvornog ataxia u taalci 
x prema izrazima (4.14) i (4.15). U chugom koraku — koraku korektora iii tzv. 
konzervativnom koraku — raeunaju se srednje vrednosti vektora CV >n) +1 u taakama sa 
celobrojnim koordinatama ( x . =fax) prema izrazu (4.16). Odredivanje pribliine vrednosti 
1 n + —
2 fluksova F 	predstavlja najosetljiviju fazu proraeuna u metodi Godunova, jer od taOnosti 
procene integrala (4.14) zavisi taenost konaenih rezultata — jednaeina (4.16). Za numeriOko 
regavanje integrala (4.14) koriste se razlieiti postupci koji se zasnivaju na metodi 
karakteristika. Nelci od njih detaljno su opisani u literaturi [32]. 
Kao i u slueaju metode razdvajanja fluksova i kod metode Godunova istralivanja koja 
se sprovode u ciju unapredenja proraeuna prostiranja talasa sa strmim eelom u otvorenim 
tokovima jog uvek se nalaze u pooetnoj fazi. To podrazumeva odredivanje optimalnog 
postupka izraeunavanja integrala (4.14) i (4.13) i testiranje raeunskog modela na hipotetiekim 
primerima. 
4.1.3 Metoda konaenih razlika bazirana na postupku razdvajanja fluksova 
Metoda razdvajanja fluksova, kao i metoda karakteristika, koristi einjenicu da 
parcijalne diferencijalne jednaeine hiperboliakog tipa sadrie u sebi ugradenu informaciju o 
smeru prostiranja poremedaja. U metodi karakteristika jednaeine matematielcog modela se 
medusobno kombinuju da bi se dobili uslovi kompatibflnosti koji vaie dui pozitivnih i du 
negativnih karakteristika. Nasuprot tome, u metodi razdvajanja fluksova polazne jednaeine 
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(3.1) se transformigu sa ciljem da se uticaji koji se prenose nizvodno razdvoje od uticaja koji 
se prenose uzvodno. To kasnije (prilikom numerieke integracije tih jednaeina) obezbeduje 
pravilnu zamenu parcijalnih izvoda konaenim razlikama. Ukoliko se radi o uticajima koji se 
prenose u nizvodnom smeru, koriste se konaane razlike unazad, a ako je ree o uticajima koji 
se prenose u uzvodnom smeru, koriste se konaene razlike unapred. Pravilna zamena 
parcijalnih izvoda konaenim razlikama posebno je vaina za simulaciju tokova sa 
jednovremenim prisustvom mimog i bumog re2iina i tokova kod kojih se ovi reñmi 
naizmenieno smenjuju. 
U nastavlcu de, u najosnovnijim crtama, biti opisan postupak razdvajanja fluksova. 
Razmatranje de biti ogranieeno na prizmatione kanale. Radi lakgeg pradenja, prepisaoe se 
jednaeina (3.1): 
U t + Ex = S 	 (3.1a) 
U = [21 	E = n 2 
A 
S =[ 	} 
gA (So - S1) (3.1b) 
    
Za transformaciju jednaeine (3.1) iskoristioe se veza izmedu vektora E i vektora zavisno 
promenljivih V: E=E(V). Drugi elan u jednaeini (3.1) se tada mo2e napisati na sledeei 
naein: 
aE 	aE av 	3 V = M 
ax av ax ax 
gde je M Jakobijan vektora E: 
(4.17) 
  






   
    
Za dalje razmatranje potrebno je izvrgiti dijagonalizaciju matrice M. To se postiie na sledeei 
naein: 
1 1 M = —
24 (u+c) 
1 	1[ A1 	0 ir -(u-c) 	1 
-(u-c) 0 X2 [ -(u+c) j 1 
(4.19) 
gde je c = gA lB , u =Q1A,a X1 i A2 su sopstvene vrednosti matrice M: 
U + C 	A2 U - c (4.20) 
gde je: M = M(V 	= M( ,Vi 
-±_ 2 	 2 
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Zapala se da sopstvene vrednosti, zapravo, defiruk pravce pozitvnih (X1 ) i negativnih 
(X2) karakteristika. Da bi se spreeilo eventualno meganje informacija koje dolaze sa razlieitih 
krajeva kanala, potrebno je izvekti razdvajanje matrice M na dye komponente — pozitivnu 
M , koja van dui pozitivne i negativnu M , koja vaii dui negativne karakteristike: 
M = Mt + 	 (4.21) 
Postupak razdvajanj a se zasniva na slededem principu: 
pozitivni deo sopstvene vrednosti A1 : X; = max ( Xi , 0) 
negativni deo sopstvene vrednosti A1 : X7 = Xi - 
	 (4.22) 
Jednaeina (3.1) mole se sada ispisati u formi razdvojenih fluksova na slededi nkin: 
av 	av 	av ± Air — m- — - S = 0 
at a x ax (4.23) 
Parcijalni izvod uz pozitivnu komponentu matrice M predstavlja informaciju koja 
dolazi sa uzvodnog 1craja, pa se, Ica° to je vet' pomenuto, mote aproksimirati kongnom 
razlikom unazad. Informacija koja dolazi sa nizvodnog lcraja predstavljena je parcijalnim 
izvodom uz negativnu komponentu Jakobijana M. Ovaj parcijahn izvod mole se aprokshnirati 
konaeom razlikom unapred. 
Jednaoina (4.23) za razliku od jednaeine (3.1) nije napisana u konzervativnom obliku. 
U Poglavlju 3 je pokazano da se primenom jednaeina u nekonzervativnom obliku pri 
modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka dobijaju rezultati koji 
nisu fizieki realni. Svojstvo konzervativnosti koje obezbeduje konzervativni oblik polazne 
jednaeine (3.1) mogude je saeuvati pogodnom aproksimacijom Jakobijana u jednaOini (4.23). 
U metodi razdvajanja fluksova koristi se postupak kojeg je defmisao Roe [19]. Sukina ovog 
postupka sastoji se u odredivanju priblilne vrednosti Jakobijana M u taekama 1-1/2 i 
i + 1/2 koje su za Ax/2 pomerene u odnosu na razmatrani evor. Parcijalni izvod vektora E 
se primenom koncepta konzervativnog razdvajanja mole predstaviti na slededi naein: 
Kao to se vidi, odredivanje pribliine vrednosti Jakobijana M svodi se na utvrdivanje 
vrednosti brzine prostiranja talasa (c) i brzine (u) u taekama i-1/2 i i + 1/2. Izrazi na osnovu 
kojih se raeunaju brzine ciui opis raeunske sheme mogu se nadi u literaturi [19]. 
Metoda razdvajanja fluksova je testirana na nekoliko hipotetiokih primera prostiranja 
talasa izazvanih ruknjem brane i na hipotetiekom primeru prostiranja talasa nastalog naglim 
spukanjem ustave na ruzvodnom kraju kanala. Svi primeri su se odnosili na teeenje u 
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prizmationom kanalu sa horizontalnim dnom. S obzirom da je ree o metodi koja je pre dye-tri 
godine poeela da se primenjuje u hidraulici otvorenih tokova, ne raspolaie se informacijama 
o rezultatima eventualne verifikacije raeunskog modela iii o njegovoj primeni u regavanju 
konlcretnih problema iz hidrotehnieke prakse. Prvi rezultati ukazuju da bi u simulaciji 
sloienih tokova metoda konaenih razlika bazirana na postuplcu razdvajanja fluksova mogla 
da bude konlcurentna metoda nekim drugim metodama iz grupe metoda konaenih razlika (kao 
gto su, na primer, tzv. X-sheme [19]). 
4.1.4 Metoda konatnih elemenata 
Prilikom numerieke integracije jednaeina otvorenih tokova korigeenjem Metode 
konaenih elemenata razmatrana oblast se deli na konaean broj pravolinijslcih iii krivolinijskih 
elemenata. Elementi unutar jedne mreie mogu biti razlitite velieine i razlieitih oblika, to 
omogueava znatno bolju aprolcsimaciju realnog fiziekog domena nego to je to sluaaj kod 
ostalih raeunskih metoda. (Ovde se pre svega misli na metode konaenih razlika.) 
Standardni raeunski postupak zasniva se na metodi Galerkina kod koje se priblano 
regenje za svaki element tra2i u vidu lineame kombinacije interpolacionih funkcija. One se 
biraju tako da u najvedem delu oblasti budu identieki jednake nuli, a na preostalom delu 
oblasti (nad elementima L11 i L Slika 4.3a) opisuju se polinomima. U slueaju linijskog 
teeenja interpolacione funkcije defmisane se sledeeim izrazima: 
X -x. 11  -  
X X X j-1 
X. -  X. 
I 	1+ 1  
. -X 
1+1 	 X j 	X 5...XJ ,1  
X. -X. 
1+ 1 	I 
0 	, 	x &[xf _ i ,xj ] A x t[xi 	+1 1 
N1(x) = = 2,3 	,N- 1 (4.26) 
Uoeava se da su funkcije N j nad elementima [ x , x j 	[x j ,x j+1 ] neprekidne linijske 
funkcije (Slika 4.3a). Elementi istog tipa se izoparametarskom transformacijom mogu 
preslikati na tzv. referentni element (Silica 4.3b). Interpolacione funkcije se tada zamenjuju 
baznim funkcijama (Slika 4.3b). 
N, = . 	2 
1 N2 = 
gde je 
( 1 - 	) 
( 1 + 	) 
E [ - 1 , 
(4.27) 
(4.28) 
1 J.  Bazna funkcija N definisana je nad intervalom [-1, 01, a bazna funkcija 
N2 nad intervalom [0,1]. Pribliino regenje za razmatrani element odreduje se prema slededem 
izrazu: 





Slika 4.3: Metoda Galerkina. (a) konatni element i interpolacione funkcije; (b) referentni 
element i bazne funkcije [27] 
V = N{V} (4.29) 
gde su vitieastom zagradom { oznatene vrednosti zavisno promenljivih u evoru sa apscisom 





{ N1 N2 0 0 
] 0 	0 N1 N2 ] 
(4.30) 
Q2 
Pri tom se zahteva da greglca koja se tini zamenom tatnog re§enja pribliinim regenjem bude 
ortogonalna na interpolacionu funkciju. Interpolaciona funkcija je u ovom slutaju identitna 
sa baznom funkcijom. Regenje homogenog sistema (3.1) za celu razmatranu oblast, uz 
pretpostavlcu da se radi o prizmatienom kanalu pravougaonog popreenog preseka, odreduje 
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gde je ukupan broj elemenata ratunske mre2e, a L je dulina elementa. 
Metoda Galerkina ne daje rdenja za vrednosti Froude-ovog broja vete od jedan, pa 
se ne mole primeniti za simulaciju: tokova u burnom relimu i tokova sa jednovremenim 
prisustvom bumog i mimog re2ima. Zbog izrazito nedisipativnog karaktera, ova metoda se 
ne mole primeniti ni za proratun prostiranja talasa sa strmim telom [27]. 
V=
A 
	, 	{V} = 
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Slika 4.4: Interpolacione funkcije za disipativnu metodu Galerkina [27] 
Katopodes (1984) je, polazedi od Dandy-jeve ideje o diskontinualnoj interpolacionoj 
funkciji (Slika 4.4), izvr§io modifikaciju originalne metode Galerkina uvodenjem 
diskontinualne interpolacione funkcije slededeg oblika: 
N— a N. =N+eAT (4.32) 
ax 
iii u razvijenom obliku: 
N2 	e( c 2 u 2 ) 
 aN 	e( c 2 _u2) aN2  
	
ax ax 
aNi 	aN2 	 a N,  N +2eu 	 N2 + 2 E u 	 ax ax ax ax 
(4.33) 
  
gde je E parametar kojim se dein& nivo disipacije, a N1 i N2 su bazne funkcije iz originalne 
metode Galerkina. Uslov (4.31a) u ovom sluoaju postaje: 
ne E f  NT ( av A av 
dx = 0 	 (4.34) 
at 	ax 
n =1 L 
Opisana metoda je poznata pod nazivom disipativna metoda Galerkina. Postupak 
numeriekog izraeunavanja integrala u jednaeini (4.34) i regavanja sistema nelineandh 
jednaeina ovde neat biti prikazivan. On se moie naéi u literaturi [27]. Disipativna metoda 
Galerkina za ravanske tokove detaljno je opisana u literaturi [1]. 
Na ovom mestu bide istaknute samo najznaeajnije posledice Katopodes-ovih izmena: 
Uvodenjem diskontinualne interpolacione funkcije implicitno se stvara moguenost da se 
dobiju diskontinualna regenja. Na taj naein postalo je moguee simulirati tokove sa naglom 
lokalnom promenom dub me i protoka, to nije bio slueaj kod originalne metode Galerkina. 
Analiza stabilnosti disipativne metode Galerkina je pokazala da prisustvo parametra E u 
izrazima za interpolacione funkcije (4.32) i (4.33) izaziva prigugenje amplitude visoko fre-
kventnih numerieldh oscilacija u zoni sa velikim gradijentima dubine i protoka. Uvodenjem 
parametra E stabilizuje se pronoun u sluaaju pojave talasa sa stnnim eelom. 
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gde je lu +cl spelctralni radijus matrice koeficijenata A. Medutim, kao i u vedini slda-
jeva, do optimalne vrednosti parametra E dolazi se probanjem. 
Imajuai u vidu zakljuace iznete u prve dye taelce, mo2e se redi da novodobijena raeunska 
shema objedinjuje najbolje osobine raeunskih shema (iz grupe metoda konaenih razlika) 
koje se primenjuju u analizi tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka [27]. 
Numerioki eksperimenti su pokazali da je prilikom korigeenja linearnih linijskih elemena-
ta vreme potrebno za pronoun primenom disipativne metode Galerkina pribliino jednako 
vremenu koje se utrogi kada se isti problem regava implicitnom metodom konaenih razlika 
[27]. 
U literaturi su do sada objavljeni samo rezultati (primene disipativne Galerkinove 
sheme) za nekoliko hipotetiekih primera linijskih tokova [27] i za jedan primer ravanskog 
neustaljenog toka izazvanog rugenjem brane [1]. 
4.2 Rgunska shema MacCormack 
U ovom potpoglavlju de biti detaljno opisana eksplicitna raeunska shema MacCormack 
koja je prvobitno razvijena za regavanje problema iz obasti gasne dinamike. Ona pripada 
grupi metoda koje daju slaba regenja. tinjenica da ne zahteva korigoenje posebnog algoritma 
za otkrivanje i pradenje diskontinuiteta koji se javljaju u problemima gasne dinamike krajem 
osamdesetih godina privukla je palnju 1iidrau1i6ara koji se have analizom prostiranja 
usamljenog talasa sa strmim eelom u otvorenim tokovima. Dosadagnja iskustva razliOitih 
autora [9], [10], [11], [12], [15], [17] i [18], [22], [23], [24] i [33], su pokazala da je 
eksplicitna raeunska shema MacCormack veoma efikasna u regavanju ovih problema. Pri 
regavanju jednaeina linijskog teeenja metoda daje identione rezultate kao modifikovana shema 
Lax-Wendroff-a. 
Primenom sheme MacCormack osnovne jednaeine se na svakom vremenskom nivou 
regavaju u dye etape. U prvoj etapi — etapi "prediktor", predvidaju se vrednosti zavisno 
promenljivih na novom vremenskom nivou na osnovu poznatih vrednosti sa prethodnog 
vremenskog nivoa. U drugoj etapi — etapi "korelctor" koriguju se vrednosti iz prethodne 
etape. Nova vrednost se dobija osrednjavanjem vrednosti sa prethodnog vremenskog nivoa 
i korigovane vrednosti. 
Jednaeine numerielcog modela linijskog toka baziranog na shemi MacCormack glase: 
— Etapa "prediktor" (poeetna vrednost) 
= Ut 	- At S 
	
2 < i<N 	 (4.36) 
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Etapa "korelctor" (korigovana vrednost) 







Indeks i u prethodnim jednaeinarna predstavlja redni broj profila. 
U sluOaju ravanskog toka MacCormack-ova shema koristi raeunslcu mreku kod koje 
su sve tri zavisno promenljive definisane u teiiku polja mreZe i smatraju se proseenim 
vrednostima za to raeunsko polje (kontrolnu zapreminu). Za mreiu koja se sastoji od N xM 
polja jednaeine numeriekog modela baziranog na shemi MacCormack glase: 
2 i /V , 2.s“M 	(4.39) 
Etapa "korektor" 
U e• = U? -.5r EA; - — Fi -At Sfi 	1 iS/k/-1,1ja-1 (4.40) 
At 	p 
Ax 	Ay Y  
(4.41) 
Indeksi i if predstavljaju celobrojne koordinate raeunskog polja u koordinamom sistemu x0y. 
U jednaeinama numeriekog modela linijskog i ravanskog toka U k je velctor zavisno 
promenliivih sa prethodnog vremenskog nivoa, UP i U su odgovarajuoi vektori poeetnog i 
korigovanog regenja sraeunati u prediktor odnosno, korektor etapi, a U k+I vektor regenja na 
sledeeem — (k+/)-om vremenskom nivou. 
Operatori prostome diskretizaclie iz jednaeina (4.36), (4.37), (4.39) i (4.40) su 
jednostrani, to znaei da predstavljaju iii razlilcu unazad 3 ill razlilcu unapred Y. 
a) Razlike unazad: 
ax E, = Ei - 	ili 	3 E1  = E. - Ei _1 ( za linliski tok ) 	 (4.42) 
3y F ii = Fij - 	 (4.43) 
Etapa "prediktor" 
Uj k At k At k Ax x 	y 	 tj 
Nova vrednost 
k+1 	1 I k 	c 




b) Razlike unapred: 
9-x Eij = 	- Ei 	iii 	9E1 = 	- E. ( za linijski tok ) 
	
(4.44) 
.5c Fi = F 	- Fi 	 (4.45) 




x Y x Y 
1 3 3 Sr 3- 
2 9-  Sr 3 3 
3 3 sr sr 3 
4 .7 3 3 ..9r 
Vailno je naglasiti da se u korektor etapi uvek koristi operator suprotan onom koji je 
korigeen u prediktor etapi. Ovakvim etapnim regavanjem zadatka i simetrienom izmenom 
operatora postile se taenost drugog reda u prostoru i vremenu. Redosled operatora konaenih 
razlika mo2e se u svakom koralcu altemativno menjati po koordinatnim pravcima (Tabela4.1). 
U slueaju ravanskog teeenja ulcupno ima 22 =4 razliaite moguenosti, te se redosled operatora 
ponavlja posle svakog oetvrtog vremenskog (raeunskog) koralca. Kod linijskog teeenja broj 
raspololivih opcija je 21 =2. Ova cilcliena izmena redosleda operatora pa vremenu i pa 
koordinatnitn pravcima (kod ravanskog teeenja) predstavlja jog jedno va2no obeleije raeunske 
sheme MacCormack, jer omogudava da se, u slueaju jednovremene pojave oba rehma 
teeenja, utvrdi smer iz koga pristiie informacija bez uvodenja dopunslcih pretpostavki o 
smeru prostiranja uticaja, koje bi mogle dovesti do grubih gregaka. Zahvaljujudi ovoj osobini, 
opisana metoda se mit primeniti i kada se relimi du 2 kanala naizmenieno smenjuju, kao 
I u slueajevima nastanka i prostiranja izolovanog talasa sa strmim eelom. 
4.2.1 Linijski problemi 
4.2.1.1 Diskretizacija osnovnih jednaeina 
Kada se u skladu sa prethodno opisanim principima parcijalni izvodi u jednaeinama 
matematiekog modela zamene konaenim razlikama, dobijaju se dislcretizacione jednaeine za 
svalcu etapu proraeuna. Diskretizacione jednaeine su, kao to je vet reeeno, algebarske 
jednaeine iz kojih se mogu direlctno sraeunati vrednosti zavisno promenljivih. 
Izrazi prediktor i korektor etape bite prilcazani samo za prvu kombinaciju operatora 
iz Tabele 4.1 (posmatraju se samo operatori za pravac x). 
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n 2  
I 	I V 
+ 
gl1 ) l A 
Prediktor 
Aip =A/' A t n.k 
Ax 
Q1P _ A ct [1 QA 2 	+ g  
Korelctor 
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+ 1 Jj  A tgAIP (So - Sf y: Atg(12 )1: (4.49) 
(4.50) 
A x 
Posle svake etape raeunaju se vrednosti primitivnih varijabli. Srednja profilska brzina se 







gde se oznaka "*" odnosi na telcuou etapu proratuna. Dubina h se odreduje na osnovu 
poznate zavisnosti A= f ( h ). 
4.2.1.2 Granieni uslovi 
U poglavlju u kome se govori o matematielcom modeliranju linijskih i ravanslcih 
tokova reCeno je da je razmatrani problem valjano definisan ako su ispisane jednaeine 
matematiolcog modela i ako su zadati poeetni i granieni uslovi. Takode je naveden i broj 
granienih uslova koje treba zadati na otvorenim granicama (u najuzvodnijem i najnizvodnijem 
profilu) u mirnom i burnom reiimu teeenja. Ostalo je otvoreno pitanje odredivanja onih 
zavisno promenljivih koje nisu definisane tim uslovitna. 
Pri numeriekom modeliranju linijslcih tokova pouzdan prenos informacija u razmatranu 
oblast strujanja i iz nje mote se obezbediti jedino primenom metode karakteristika [7], [18], 
[32]. 
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Slika 4.5: Radunske make za proraeun uzvodnog (a) i nizvodnog (b) granienog uslova u 
mirnom rennu (metoda karalcteristika) 
Pogto je u ovom radu korigeena fiksna rat'unske mreia, u ( x, t) ravni — 
u x-parvcu i unapred odreden vremenski korak At — primenjen je Hartee-ijev metod [18]. 
Rea je o iterativnom postupku kod koga se poloiaj 'haze' karakteristike (taelce R i L na 
Slikama 4.5, 4.6 i 4.7) i vrednosti nepoznate zavisno promenljive na (n+1)-vom 
vremenskom nivou sukcesivno popravljaju sve dok razlika vrednosti zavisno promenljive u 
dye uzastopne iteracije ne postane manja od neke unapred usvojene granione vrednosti e. 
Postupak proraeuna biee opisan na pritneru uzvodnog granionog uslova u mirnom reiimu 
tetenja (Silica 4.5a). Posmatrade se prizmationi kanal 	=0) pravougaonog popreOnog 
preseka girine B 	=- 0.5gBh2 ). 
Vrednosti zavisno promenljivih poznate su u svim profthma (taekama) na vremenskom 
nivou nat. Da hi se u taelci M, na (n+1)-vom vremenskom nivou, odredila vrednost zavisno 
promenljive koja nije zadata granienim uslovom, iz te taeice se "povlati" negativna 
karakteristika do preseka sa nivoom nAt. Mesto preseka oznaeeno je sa R i naziva se "baza" 
karakteristike. Polo* taelce R i vrednosti zavisno promenljivih u toj taaki — hR i QR — 
odreduje se u iterativnom postupku eiji opis sledi. 
Prvi korak 
1°— lz jednaeine negativne karakteristike (4.5) korigtenjem vrednosti iz taoke (1, nAt) odredi 
se poeetni poloiaj taoke R (xR ): 
XR = Xm -(-Q - 	A t 
A 
(4.52) 
i proved da je xi < xR < x2 . 
2°— Ukoliko je prethodni uslov ispunjen, vrednosti QR i hR u "bazi" karakteristike odreduju 
se linearnom interpolacijom izmedu taeaka 1 i 2: 
(4.53) 
QB B 	) 
A )R 
g At[A (So - S4bz + QR  
gde je: 
AA = 
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hR = h: -(h,' - hr ) x2 -  xR  
A x 
(4.54) 
Ako je xy < xR <x3 , interpolacija se vrgi izmedu preseka 2 i 3, a ako je xR > x3  
treba promeniti prostorni korak (Ax) iii vremenski korak (At). 
30— Veza izmedu dye promenljive (zadate i nepoznate) uspostavlja se korigdenjem uslova 
kompatibilnosti dui negativne karalcteristike (4.6). Nakon zamene parcijahilh izvoda ko-
naenim razlikama, jednaeina (4.6) postaje: 
QM — QR + (— —QAB B/W) 	hR) = At [gA ( So St)]? (4.55) 
Ukoliko je uzvodni granietil uslov zadat u vidu funkcije h(t), tada se nepoznata vrednost 
protoka odreduje prema izrazu: 
QM =AIhM +B j  (4.56) 
gde je: 




B1 = QR +hR ( — QAB B , 482) + g At [A (So - Sf )]? 	 (4.58) 
Ako je, umesto dubine, granienim uslovom zadata promena protoka tokom vremena — 
tada se jednaeina (4.6) regava po hm : 
h =BB - Qm M AA1  (4.59) 
Time je upotpunjena informacija koja se prenosi kroz uzvodni profil i zaveSen prvi raeunski 
korak. 
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Drugi i svi naredni koraci 
1'— Po1o2aj "baze" lcaralcteristike — taeke R preciznije se odreduje na osnovu izraza: 
xR,x„,i_t[(9_,Fgo )m  + 12 - 	1 A 
(4.62) 
Vrednosti QR i hR u "bazi" katakteristike odreduju se lineamom interpolacijom na isti 
naein kao i u prvom koraku. 
Vrednosti zavisno promenljivih preraeunavaju se korgeenjem osrednjenih vrednosti 
koeficijenata uz izvod po vremenu i slobodnog elana. Za osrednjavanje se koriste vredno-





Al = 1[( 2  
B = QR  
 
BBi = hR  





_ QB - B 
2 	A  
)1= 
(4.63) 




























QAB  - 
+( 143  
[A (So - 
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Sf )m +AR (S0 
= (-1 
+ 	1 g At[Am (So - AA1 {2QR  
Koraci I' do 4' se ponavljaju sve dok se postigne zahtevana taenost. 
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Slika 4.6: Raeuriske table za proraeun nizvodnog granienog uslova u bumom relimu 
(metoda karakteristika) 
Isti postupak se primenjuje za odredivanje nepoznate vrednosti zavisno promenljive 
u taelci P najnizvodnijeg profila (Slika 4.5b), s tim ko se umesto jednaoina negativne 
karakteristike i odgovarajudeg uslova kompatibilnosti koriste jednaeina pozitivne krakteristike 
(4.7) i uslov kompatibilnosti (4.8). 
Ukoliko je teeenje u kanalu bumo, u uzvodnom profilu treba zadati obe zavisno 
promenljive. Nizvodni profil ostaje "slobodan". Nepoznate Q i h odreduju se primenom 
iterativnog postupka koji se od prethodno opisanog razlikuje pa tome ko se umesto re§avanja 
jedne algebarske jednaeine (4.55) ili (4.63) reAava sistem jednaeina kojeg eine uslovi 
kompatibilnosti dui pozitivne i negativne karalcteristike: 
Qp - QL + (- 	B 	) (hp - hL ) = At [gA (So - S f )] 	 (4.68) 
Qp - QR + (-1 B 1,1W ) (hp - h R ) = At{gA (So - Sf )b? 	 (4.69) 
Za odredivanje pololaja taeaka L i R ("baza" pozitivne i negativne karakteristike), kao 
i veliaina QR i hR  ,QL  , i k primenjuje se opisana interpolaciona shema koju treba 
prilagoditi novim uslovima teeenja saglasno Slid i (4.6) 
Nagla lokalna promena dubine i protoka na poaetku iii kraju razmatrane deonice 
zahteva korikenje jednaeine (3.7) za proraoun granienog uslova, zato ko se metoda 
karakteristika mole primeniti samo u slueajevima kada su funkcije Q(x,t)i h(x,t) neprekidne. 




Q1  _  Q2 	_ +h2) 
Bhi 	Bh2 -2 h1 )2 	2/02 
(4.70) 
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Slika 4.7: Raeunske taeke za proraeun unutragnjeg granienog uslova (prag se nalazi 
izmedu uzvodne i nizvodne deonice) 
Ukoliko do nagle lokalne promene dubine i protoka dode na poeeticu razmatrane 
deonice, gde se granienim uslovom zadaje promena protoka tokom vremena Q1 (t), tada se 
na osnovu poznatih pooetnih uslova Q2 i h2 i poznate vrednosti Q1 primenom jednaeine 
(4.70) mole odrediti nepoznata visina talasa h1 . Mimo teaenje uzvodno od strmog 'dela 
omogutava da se posle nekoliko raeunskih koraka za proraeun granienog uslova primene 
jednaoina negativne karakteristike (4.5) i odgovarajudi uslov kompatibilnosti (4.6). Medutim, 
ako je teeenje uzvodno od 'dela talasa bumo, za odredivanje vrednosti zavisno promenljive 
koja nije zadata granienitn uslovom, tokom celog proraouna treba koristiti jednaeinu (4.70). 
Prisustvo prepreka u toku kao to su, na primer: ustave, kanalska sulenja, giroki 
pragovi itd., zahteva da se talcvi objekti tretiraju kao unutragnji granioni uslov. Unutragnji 
granieni uslov se razmatra na isti naein kao i spoljagnji. Kao primer mole da posluli teeenje 
preko girokog praga. Kraj uzvodne deonice tretira se kao nizvodni, a poeetak nizvodne 
deonice kao uzvodni granieni uslov (Slika 4.7). 
Za odredivanje: nepoznatih Q, hp, QM  i hm na (ft +1)-vom vremenskom nivou i 
pololaja taeaka L i R potrebno je ispisati gest jednaeina. 
Kada sa obe strane prepreke vlada miran relim eetiri od gest jednaeina su: jednaeina 
pozitivne karakteristike sa odgovarajuoim uslovom kompatibilnosti sa uzvodne strane i 
jednaeina negativne karakteristike sa odgovarajudim uslovom kompatibilnosti sa nizvodne 
strane. Preostale dye jednaeine su jednaeina odrianja mase, prema kojoj protoci sa obe strane 
praga moraju biti isti i energetska jednaeina za preseke uzvodno i nizvodno od praga. Kada 
je teeenje nizvodno od praga bum°, "baza" negativne karakteristike vie ne leli izmedu 
profila 0+1) i (j42) — xR < x 4 , pa u preseku 0+1) treba zadati dopunski granieni uslov, 
na primer, kritienu dubinu [18]. Iako se Icritiena dubina ne javlja u preseku na lcraju praga, 
smatra se da se uvodenjem navedene pretpodstavke bitno ne narugava kvalitet dobijenih 
rezultata. 
Kontinualno pradenje relima teeenja (raeunanje Froude-ovog broja) i ispitivanje 
potopljenosti kada je teenje dul cele deonice mimo, omogudava automatslcu izmenu granienih 
uslova i odgovarajudeg sistema jednaeina. 
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4.2.2 Ravanski problemi 
Algebarske jednaeine numeriekog modela ravanskog toka bide napisane samo za pnru 
kombinaciju operatora iz Tabele 4.1. Prvo ee se izvrgiti diskretizacija jednaoina napisanih u 
konzervativnom oblilcu, a potom i diskretizacija jednaeina napisanih u nekonzrvativnom 
oblilcu. 
Na slici 4.8a shematski je prikazan deo mrele sa poljem (i,j) — u eijem teliku se 
raeunaju nepoznate vrednosti zavisno promenljivih — i eetiri okolna polja. (Vrednosti dubine 













 oblast strujanja 
I 	0 	0 




Slika 4.8: Dee raeunske mreie: a) unutra§nja polja mreie; b) polja na evrstoj granici 
4.2.2.1 Dislcretizacija jednaeina napisanih u konzervativnom obliku 
Prediktor 
hi f; = hijk - —Ax  t (uh)t, j - (uh),k_1,j 1- i6TyAt [(vh)it,i - 
k At (uh)Pii = (uh), - — (u2h 	gh 
2 _( u 2h 
+ gh 2 )k 
Ax 	2 	 2 
At 	 k 1 - 
Ay 
{ (uyh)ij - (uvh)_l j + At g hid (Sox - Six) ij 
(4.71) 
(4.72) 
( v 2h lghl (vh)pij = (vh)k,j - At [ k _ (oh + 1 ghl 1_ 
Ay 	2 	 2 	0-1 
- At — (uvil)1i - (uvh)i _ Li +Stg hid (Soy - Sf)ij 
Ax 
(4.73) 
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Korektor 
t 	At .e  [ 
Vs"o 
D 




(uh) j } 
















1 )4 +1 - 	h)c,i] 
2 
+ At g 	(Sox 
2 







- Six)c 	 (4.75) 
— Si )19  ki 	 (4.76) 
(4.77) 
na slededi naein: 
(4.78) 
ni j Ax 
(vh)tij = (vh)Pij 
Nove vrednosti 
0:1 = 1jh1  
/1)ki 	= 
(vh)tf l = 2.[( 
Vrednosti primitivnih 











- (uvh),1.:1 ] 
- (uvh)f,i ] 
raeunaju 






Vic  + 
)ij 
hij 
- (vh),  - L j 
gde se oznaka "*" odnosi na telcueu etapu proraeuna. 
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4.2.2.2 Diskretizacija jednaeina napisanih u nekonzervativnom oblilcu 
Kod diskretizacionih jednaeina baziranih na jednaeinama u konzervativnom oblilcu kao 
zavisno promenljive se javljaju jedinieni protoci, te je posle svake etape potrebno raeunati 
vrednosti primitivnih varijabli kako bi se omogueio proraoun u sledeeem raeunskom koraku. 
Kod diskretizacionih jednaeina baziranih na jednaeinama u nekonzervativnom oblilcu 
primitivne varijable (h, u, su zavisno promenljive, tako da je prilikom programiranja broj 
raounslcih operacija manji nego u prethodnom slueaju, pa je i vreme proraeuna krade. 
Jednaoine prediktor i korelctor etape imaju sledeoi oblik: 
Prediktor 
k At re k k ) At kl k k =h•---h u • -u• 	--u 	• -Iv -)- id id Ax  1-1, j Ax 1, j  
_ At k 	k 	k ) At k ( 7_ k Ay 	.1 - V 	- 	n o - 
At 	k 	k 	k 	At n i L.k.-L k 
Ax Ax 6 kntd "1-1,j1 
At kk k 








At n hik 
= V• d • - —V td i,j-1) Ay 6 k ,J A  
LAY 





hi:i = At Ax hiP4 u,P,id - 	) - — 	
'+1 





At h P (V P -ViP.)- —At V P (h19- 
Ay 1,1 	 d 	Ay 1x1 ,l+ (4.82) 
At o p LI) 	p\ At f L p 
Uid = 	
Ax "W k"I+1,1 —ba g n i+1,j 
At p( p 
V‘ 	14‘1+ 	+ At g (Sox - Six)t 	 (4.83) 
Ay ' 
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p 	Zit p 	P 	 At 	
,i —h/, w Ay Ay \ 
At p p 
-Vt.) + At g (Soy — Sfy)I j (4.84) 
Nove vrednosti 
hily1 1 k +  
k1 1 k 





4.2.2.3 Granieni uslovi 
Kod ravanskih tokova se, kao to je ved pomenuto, razlilcuju otvorene i evrste 
granice. 
Za razliku od modeliranja linijskih tokova, gde u pogledu prorae'una granienih uslova 
na otvorenim granicama postoji jedinstveni stay prema kome je za obezbedivanje pouzdanog 
prenosa informacija u razmatranu oblast strujanja i iz nje neophodno korigeenje metode 
lcarakteristika, kod modeliranja ravanskih tokova po ovom pitanju u literaturi ne postoji 
saglasnost. Tako se, na primer, smatra [35] da se, u slueaju kada je teeenje na ulazu izrazito 
linijsko (u jednom od koordinatnih pravaca), umesto metode karalcteristika za ravanske 
tokove mogu koristiti diskretizacione jednaeine raeunske sheme MacCormack. 
Granioni uslov na evrstoj granici podrazumeva da je, u slueaju kada se ne modelira 
turbulencija, komponenta brzine u pravcu upravnom na konturu jednaka nuli. Da bi ovaj 
uslov bio ispunjen i da bi se mogle formirati konaene razlike za polja koja se nalaze 
neposredno uz evrstu granicu, raeunskoj mreti se dodaje red "fiktivnih" polja (Silica 4.8b). 
"Fiktivno" polje fizieki ne pripada oblasti strujanja. Za vrednosti nepoznatih u njegovom 
tetigtu uzimaju se odgovarajude vrednosti iz polja unutar oblasti strujanja koje sa fiktivnim, 
u odnosu na razmatrano polje, formira "lik u ogledalu". Pri tom se komponenta brzine 
upravna na konturu uzima sa suprotnitn znakom. Na taj naein se posti2e uslov refleksije. U 
nastavlcu de, radi ilustracije, biti ispisane dislcretizacione jednadine za oba modela — model 
sa jednaeinama napisanim u konzervativnom oblilcu i model sa jednaeinama u 
nekonzervativnom obliku — i to samo za prediktor etapu u kojoj se u oba koordinatna pravca 
raeunaju razlike unazad. Razmatra se polje prikazano na Slici 4.8b. 
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— Jednatine u konzervativnom oblilcu 
h = [(uh) 
k 
 + 	 fiA[(vh),,, - (vh)_i ] 	 (4.86) 
(uh)Pid = (uh)ko - 
2 
At [(u2h j_ghl 	( 
	
k u _ 2h  1 h 2r 	_ n g 
At 
- 	(tiVh),J - (UVII)1,J4 ] + At g h (Sox - S fx) 
Ay 
(yhki = (yh)t - —
At [( v2h 	_Igh 2)k _ (v 2h + lgh 2 jk 
Ay 2 	i,j 	 2 61-1 
At 
(uvh)Li + (uvh)i+Li i + At g 	(Soy - Sfy)ku  
Ax 
— Jednaeine u nekonzervativnom obliku 
At k k k 	At k k h 	= 	Ax hij ytij + ll i+Lj
\ 
 — 
AX Uij  
_ At kk 	vik _1 \ At k ht 	1k 
Ay ,11 _ ,1 I 	
vt 
Ay ,J\ ,1  




 i ,j " I + ,) ,.1 AX ' 
At 	kI
, 1  -U 1, 





k 	At k(V,1 
	) - 
k k 	At 
V• = V• • - —V, 	• - —g( 
	
- 
ij Id Ay ,1 , Ay 
At kI k 	k 1 Ic - 	U, CV, • -V,4j ) + At g (Soy - Sfy)ii  Ax ,1 ,1 (4.91) 
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4.2.3 Stabilnost raeunske sheme 
U slueaju valjano defmisanog poeetnog problema stabilnost, prema Lax-ovoj teoremi, 
predstavlja potreban i dovoljan uslov za konvergenciju neke konsistentne raeunske sheme. 
Postojedi matematieki aparat, za sada, omogudava da se stabilnost demonstrira samo na 
primeru lineamih jednaeine. Pri torn se pretpostavlja da su rezultati lineame analize 
stabilnosti dobar poeetni pokazatelj primenljivosti neke raounske sheme. To, drughn reeima, 
znaei da se od raeunske sheme, za koju je ovom analizom utvrdeno da ne zadovoljava uslove 
konvergencije na pojednostavljenom modelu, ne mo2e oeelcivati da de dati konvergentne 
rezultate kada se primeni na nekom s1o2enijem (nelinearnom) modelu. 
Stabilnost MacCormack-ove raeunske sheme bide demonstrirana primenom von 
Neumann-ovog postupka. U ovom postupku analizira se iskljueivo pooetni problem — 
modelska jednadina sa poeetnim uslovom. Granieni uslovi se ne razmatraju. U literaturi 
([2], [7] i [31]) se najedoe nailazi na rezultate analize koji se odnose na linijske probleme 
I oni ovde nede biti prikazivani. Razmatrade se samo ravanski problemi. 
von Neumann-ova analiza stabilnosti za raeunslcu shemu MacCormack sprovegde se 
na primeru jednaeine ravanske konvekcije: 
ac +u ac +v ac _ 0  
at 	0 3x 	° ay 
C(x,y,t=0) = Co (x,y) 
(4.92) 
(4.93) 
gde je: C bib o koja velieina (na primer koncenracija zagadivaea), uo je komponenta brzine 
konvektivnog transporta (v) u x-pravcu, a vo je komponenta brzine konvelctivnog transporta 
(v) u y-pravcu. 
Cilj ove analize je da se odrede "amplitudna" (R1 ) i "fazna" (122) gregka primenjene 
numerieke sheme. "Amplitudna" gregka (R1 ) definige se kao odnos apsolutne vrednosti 
faktora amplifikacije pribliinog regenja i apsolutne vrednosti faktora amplifikacije taenog 
regenja. "Fazna" gregka (R2 ) definige se kao odnos brzine prostiranje m-te komponente 
pribliinog regenja i brzine prostiranja m-te komponente taenog regenja. von Neumann-ov 
postupak bide prvo primenjen na taro regenje lineame parcijalne diferencijalne jednaeine 
(4.92) i (4.93), a zatim i na pribliino (numerielco) regenje. 
Pogto je razmatrana jednaeina linearna, poeetno regenje se moie predstaviti u vidu 




iam X lam y 
C(x,y, 0 ) = E E 	m e x e 
x Y Mx = -Mx m= -M9  
(4.94) 
Lineame jednaeine predstavljaju specijalan iii, bolje reeeno, idealizovani oblik 
nelinearnih jednaeina kojima se opisuju fizieke pojave i procesi. 
8 Pojmovi faktor amplifilcacije i brzina prostiranja m-te komponente regenja bide 
objagnjeni u daljem tekstu. 
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gde je Am 	— amplituda, a amx i 	su talasni brojevi u x i y-pravcu komponente 
Y 




a _ 2.7r 
my 
  Amy 
(4.95) 
Velieine mx  i my  predstavljaju, redom, talasne duZine m-te komponente ux i y-pravcu: 
	
2Lx 	2L 
Am - , Am - 	Y , gde su 2L i 2Ly duiine razmatrane oblasti, a 2mx i 2my brojevi 
x mx 	MY 
ratunskih polja ux i y-pravcu. 
Re§enje u bib o kom trenutku t mciie se takode predstaviti u vidu linearne kombinacije 
komponenata Fourier-ovog niza. To omogutava da se analiza sprovede posmatranjem 
pona'Sanja (tokom vremena) samo jedne komponente: 
iam x 	iam y 	- fin, n, t 
CMx,My (x,y,t) = AMx,n e x e e Y 5 (4.96) 
Ukupno regenje se dobija sabiranjem svih komponenata. Prve dye eksponencijalne funkcije 
u izrazu (4.96) defmigu prostorni raspored m-te komponente, a treta predstavlja lector 
amplifikacije (porasta) po vremenu. Velitina p m m predstavlja zbir ugaonih frelcvenci za 
27r x i y-pravac: p 	= p m + pm . Ugaone frekvence su: p 
mx 
= 	i 13 - —27r , gde je Tmx rnx.my y 	 Tmx mY Tu 
perioda u x-pravcu, a T m perioda u y-pravcu. 
Da bi se odredila brzina prostiranja m-te komponente tatnog regenja, treba nati vezu 
izmectu omx , cr m i pmx  . Stoga óe se (4.96) zameniti u polaznu jednatinu (4.92). Kada .m 
se izvrk diferenctranje tzraza (4.96) pox, y iti kada se dobijeni izrazi zamene u jednatinu 










A mx,m, e 	
[ 	mx,my) 	 my ) = 0 	(4.97) 
Iz prethodne jednatine sledi da je: 
alx,rny = U0 
am (4.98) 
to zapravo predstavlja uslov da Cmx,my (x ,y ,t) bude regenje jednatine (4.92). Ako se u 
razmatranje uvede rezultujuta brzina prostiranja: v = u02 + vo2 i odnos brzina prostiranja 
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u x i y-pravcu oznaei sa: ( u0 / vo =a ,aER), jednaeina (4.98) postaje: 
	
g imx ,my v 	
a a + a mx 	tn 
   
1 + a 2 =v (4.99) 
Pogto su a , a my i brzina (v) realni brojevi, sledi da je i 	realm broj. Izraz (4.99) 
defmige brzinu prostiranja komponente Cm 	taenog regenja lcroz vreme. Ona je ista za 
sve komponente regenja (ne zavisi od m) to znaei da takvo regenje zadriava isti oblik koji 
je imalo na poeetku proraeuna (za t=0). 
Za odredivanje "amplitudne" gregke potrebno je utvrditi apsolutnu vrednost faktora 
amplifikacije e -  ‘13mx.mY  Ona ukazuje na to da ii de poeetna amplituda tokom vremena rasti 
iii opadati (rasplinjavati se). 
nx.m/1= 	= v Re2 e i° + /,„2 e 	= Vcos2 O + sin20 = 1 
	
(4.100) 
Apsolutna vrednost falctora amplifikacije (pojaeanja) indentiolci je jednalca jedinici za bib o koju 
komponentu C ,, 	To znaei da se bib o koja komponenta, pa, prema tome, i njihov zbir 
(C(x, y, t)) neae tokom vremena ni pojaeavati ni rasplinjavati. 
Sada Oe se razmotriti pribano (numerieko) regenje koje se dobija kada se parcijalni 
izvodi u jednaeini (4.92) zamene kolienicima konaenih razlika prema shemi prikazanoj u 
Tabeli 4.1 i jednaeinama (4.39) —(4.41). Analiza stabilnosti Noe sprovedena samo za drugu 
kombinaciju operatora iz Tabele 4.1: 
Etapa prediktor: 
u At p = en _ 0 fen 
k,j 	k,j 	Ax 	k+14 
Konaeno regenje: 
yo At (C: 
	ek (4.101) 
An+1 lien   = — A p . + 	. 
Li At o 	i 




(ekP.-ckP.-1) Ay 	,1 
(4.102) 
  
!Cada se Ckt iz (4.101) zameni u (4.102) i unesu u odgovarajude zamene za Cif_1 i CkPj _1 , 
posle sredivanja se dobija da je: 
C 
e iax (k+1)Ax 	là 
e Ay k+1,j 
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= ck" 
C x reln 	 .\ 	 ‘ 4_ 
2 v-k.L., •-7,-1,4 2 \ 
c re ,n 
Y tk Ck,1+1 2 
+(ekn,,-ekn,) ,-(ek., -c:,)]± 
C2 rx 
 C 2 	k + c:, ±c: 
C 2 
) + 	(e n - 2ekt + 	) 	 (4.103) 2 ktr i  
At gde su Cr. = uo —At i= vo 	Courant-ovi brojevi za x i y-pravac. Jednaeina (4.103) 
Ax Y Ay 
je aproksimativna jednatina (4.102) napisana u razvijenom obliku. 
Priblilno regenje C (xk 	t ") = ei7,1 de se, kao i taano regenje predstaviti pomodu 
Fourier-ovog niza: 
Mx  
kAx 	Urn jay 
C = E 	EY Am
' mY e 
	e e k,)  x mx =-111, 
nAt 
(4.104) 






- ibm  
amplituda m-te komponente, 
— pooetni raspored u x-pravcu, 
poeetni raspored u y-pravcu, i 
— faktor amplifikacije po vremenu. 
1 ovde de se posmatrati samo m-ta komponenta pribliinog regenja ( C,'1 . Da bi se skratilo 
pisanje, u svim izrazima koji slede bide izostavljen indeks "m". Svako e u jednaeini (4.103) 
mole se predstaviti na slededi naein: 
en = A e jaxicaa e lay AY e - ip nAt 
k,j 
cn.1 A e Cork& e lay 	e _ ipon)pt 
k,j 
= 	e i&(k -1)Ax e lay jAy e _ onAt 
(4.105) 
= 	e idx (/c -1)Ax e (Ay (j+1)Ay 	R at k-I,j+1 
en
(k+1)Ax if,= A 	 e (j -1)AY - nAt e x  k+1,j -1 
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C" 
	A e ifrxicAx e lay U -I ) AY e - "At 
k,j-1 
eqn 	A e iar kax e idy (j+1)Ay e _ n Ai 
'k,j+1 
(4.105) 
Kao i u sludaju taenog regenja prvo de se utvrditi veza izmedu trx , try i p. Izrazi 
(4.105) zamenide se u jednadinu (4.103), koja se, nakon skradivanja i pregrupisavanja 
elanova, mo2e napisati na slededi nadin: 
Cr 
e -igat 	_ 	x ( e iar Ax 	\ 	ry 1 	Ay 	- 	Ay\ -e /-T ke 
2 
cc 
x 	Y {(1.  
CT? 	 Cr
2 
rox Ax 	- inr ax _ 2) 	y e ray Ay + e - 	_ 2 ) e + e 
2 	 2 
(4.106) 
Korigeenjem veza: e 10 - e ' 9 = 2i sin 0 i e l° +e -i° = 21 cos 0 i Euler-ove formule, 
jednadina (4.106) se transformige u: 
e -i"t = 1 -Cr2j1 -cos(trx Ax)I-Cry2 [1 -cos(ay Ay)]- 
- Cr Cr [ 1 - cos ( fix A x ) - cos ( try Ay) + cos ( trx Ax + try Ay )] - 
-i[Crz sin(trx Ax)+Cry sin(try Ay)] 	 (4.107) 
a to, zapravo, predstavlja uslov koji treba da bude zadovoljen da hi ( C 1 	regenje 
priblfine jednadine. Iz jednadine (4.107) se jasno tie vidi da ii je p realan iii kompleksan 
broj, pa de se nadalje, radi opgtosti razmatranja pretpostaviti da je p kompleksan broj 
fi = Re($)i- Im($). Pogto je brzina prostiranja realan broj, ona de se, u sludaju pribliinog 
regenja, definisati kao: 
Re (P) 	±a2  
a tix +ery 
(4.108) 
Izraz (4.107) napisade se u izmenjenom obliku: 
e 	[Re(S) "4($) ]A" = Re( C„ Cr  trx , try , Lx, Ay ) - am ( Crx , Cry , trx , try ,Lx, Ay) (4.109) 
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gde je: 
Re(cx ,Cry ,erx ,ery ,Ax,Ay)= 1 -C,.2j1 -cos(eix Ax)j-C,y2 [1 -cos(try Ay)]- 
- Cf ry [ 1 - cos Cox A x ) - cos ( try Ay ) + 
+cos(ax Ax+try Ay)] 
	
(4.110a) 
/.(C„Cry ,e7x ,ery ,Ax,A1=Crz sin(erx Ax)+Cry sin(ery Ay) 	 (4.11013) 
Kada se Euler-ova formula primeni na elan sa leve strane znaka jednakosti, dobija se: 
{cos [Re (P)A t] -i sin [Re a° A t]le im(MA ` = Re (C, ,C„tyx ,try , Ax, Ay) - 
- i/m (Crx ,Cry ,ekx ,ery ,Ax,Ay) 	(4.111) 
Kompleksni brojevi su jednaki ako su im jednaki realni i imaginarni delovi, a to u 
ovom sluoaju znaei da je: 
cos[Re(P)At]e lm(Thm =Re (Crx ,cy ,erx ,tiy ,Ax,Ay) 	 (4.112) 
sin [Re(P)At]e lm(13)At = 	 (4.113) rr 	ry , efx ery ,Ax, Ay) 
Kada se jednaeina (4.113) podeli sa (4.112) dobija se: 
Re (C, 	,erx ,&y , Ax, Ay) 
tg[Re(P)Ati - " (4.114) 
/.(Crx ,Cy ax ,cry ,Ax,Ay) 
Realni deo ugaone frelcvence pribliinog regenja sada se lako odreduje iz izraza: 
_1 
Re (Crx ,Cry ,trx ,e7y ,Ax,Ay) 
Re (p) = 	arctg (4.115) 
A t /.(Crx ,Cry ,eyx ,oy ,Ax,Ay) 
Sa ovako sraeunatim Re (g), brzina prostiranja m-te komponente pribliinog rdenja iznosi: 
Re(S)  v1
,a2 _ 1/1-fra 2 1 	Re (Crx ,Cry lax iay ,Ax,Ay) 1 
arctg  	(4.116) 





Re (13)  	 i 
	V 1+ a 2 = f (C„Cr =' 	Ax Ay) 
+C ry 	 Y 1  tthx Ax Ay 
(4.117) 
Iz prethodnog izraza se vidi da de se svaka komponenta Cm  pribliinog regenja 
prostirati razlieitom brzinom, jer je brzina prostiranja, izmedu ostalog, i funkcija talasnih 
duiina, a one su za svaku komponentu razheite. To znaoi da de u pribliinom regenju postojati 
"fazno" pomeranje ii "fazna" gregka u odnosu na poeetno regenje. Ova gregka se ispoljava 
kroz tzv. numerieke oscilacije. 
Potrebno je jog odrediti i apsolutnu vrednost faktora amplifikacije m-te komponente 
priblcinog regenja. Iz (4.107) sledi da je: 
\ Re2(cx,Cry,ax,ery, Ax,Ay)+ (Crx ,Cy erx ,ery ,Ax,Ay) 
	
(4.118) 
regenje êe biti stabilno ako je 	iPA1c 1, ti• ako je ispunjen slededi uslov: 
Re2(Crx , Cry 	ay Ax,Ay)+ (Cri ,C5 ,6x , 	Ax , Ay) <1 	 (4.119) 
iii u razvijenom obliku: 
1 	{Cr[1  - cos (erx A x )] + C5, [1 - cos( try Ay ) 	+ 
+{c2j1 -cos(ax Ax)1+Cry2 [1 -cos(ery Ay)]+ 
+ G,. C,. [1 - cos ( a  Ax) - cos (a Ay) + 
+cos(Crx Ax+iiy Ay)112 <1 
	
(4.120) 




1° " A = 	i ti AY= 21r 
Uslov (4.120) je zadovoljen za svako C i C,. . 
3 	_ 2° 	trffix Ax = 7r . —
2 
cr Ay = 37r  
2 
Uslov (4.120) se svodi na: 
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-(Crx + cy)2÷ ( crx + cy)4 0 (4.121) 
Ako se uvede smena t = 	C, 	, uslov (4.121) postaje: 
1(t-1)•S 0 
odakle sledi Corant-Friederichs-Lewy-ijev uslov stabilnosti za slueaj ravanske konvekcije: 
	
A t 	A t +v — < 1 
rY 	° Ax ° Ay 




A x Ay 
(4.122) 
(4.123) 
30 Za ecix Ax = in- 
u slueaju 2°. 
U nastavku óe 
sheme MacCormack. 
"Amplitudna" 
itJ,, Ay = 37r dobija se isto ogranieenje vremenskog koraka kao i 
se odrediti prvo, "amplitudna", a zatim i "fazna" gregka raeunske 
gregka R1 definisana je sledeeim izrazom: 
int l 	 t 1  R -  -1-12,2(Crir ,Cer ry , x ,ery , Ax , Ay)+4,2 (Cy Cry , ax ,ery , Ax, Ay) (4.124) 
1 	- 	
1 
Pogto je U,,,,  
_2,r 	 27F  




Ax 	 Ay 
RI  = (Cr , TAT: 
Amy)  
, 
Za razheite vrednosti Corant-ovog broja dobijaju se jednoparametarske povrSi: 
(4.125) 
I( 






im Int  
Y 
Ax Ay Ax +a Ay R, -     arctg 
2 ir Cy  , my 
l c 	Axi 
r' Ax Ay' Ay 
(4.130) 
    
Ako se posmatra unifonnna raeunska mreza Ax/Ay=const tada je: 
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"Fazna" gregka MacCormack-ove raeunske sheme definisana je sledean izrazom: 
Re (A)  jl+a 2 
R2 —
aCt +Cr
3' 	 1+a 2 1 1 arctg 	 ' 
Re (Crx , Cry , trx ,try ,Ax,A31 
(4.127) 
adix +Iky c A t 	/yy,(Cy.,,C.eix ,ery ,Ax,Ay) 
Za u0 =av0 rezultujud brzina prostiranja in- te komponente je: v = vo 1/ 1 a , pa se izraz 
(4.122) mole napisati na sleddi naein: 
At 	At v At ( a 	1 )_ 	 t  (a 	Ay + Ax) 	(4.128) = av0 d6x  + Vo 	= 0 	Ax Ay ) 
Via  Ax Ay 
Iz prethodnog izraza se mole odrediti rezultujuda brzina prostiranja (v) m-te komponente 
priblilnog regenja: 
v =C0/1 +a 2 	AY 	1 (4.129) 
Ax + a Ay At 
Kada se (4.129) zameni u (4.127), nakon sredivanja se dobija: 
I u ovom sludju se za razlieite vrednosti Courant-ovog broja dobijaju jednoparamerarske 







U Prilozima 1 do 5 prikazane su jednoparametarske povrgi "amplitudne" i "fazne" 
gregke raeunske sheme MacCormack za lcvadratnu raeunsku mre'iu i pet vrednosti Courant-
ovog broja C,. {0.5, 0.75, 1.0, 1.5, 2.0} u slueaju kada je u0 /v0 =1. Za svalcu od pet 
vrednosti Courant-ovog broja nacrtane su i odgovarajude dvoparametarske hive 
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koje se dobijaju u preseku povrgi "amplitudne'/"fazne" 
 
gregke i ravni 1,n / Ay = const. Pogto je ree o povrgima koje su simetriene u odnosu na ravan 
Y 
1 I 	 i 	 1 
niX = PIY , dvoparametarske Icrive RI" = fr fl 
Ay
'" i R21" = f3" 	11Y za 1,n, / Ax = const 
A x 	Ay A y 
identiene su odgovarajudim krivama za 1.,,,   / Ay = const. U Prilozima su prikazane i hive 
m A / { / 	1m 	I. 	/,„ 
	
koje se dobijaju u preselcu povrgi R1 = = 	i fi ravni = = i u preselcu povrgi 





m 	 1172 
f3 	i ravni R2 =  
Ax Ay Ax Ay 
i 
„ 1,„ 
Dvoparametarske hive "amplitudne" gregke RI" = 	-• , 1 / Ay = const (Prilozi 
A x 	"5, 
lb, 2b, 3b, 4b, 5b i 6a) pokazuju da se sa poveoanjem gustine raeunske mrele (povetanjem 
1„,x / A x i 1 / Ay), pri svim vrednostima Courant-ovog broja, vrlo brzo dostiie graniena 
vrednost R1 =1. To znati da ee pri dovoljno gustoj raeunskoj mreli "rasplinjavanje" 
numeriekog regenja u odnosu na taeno regenje biti praktieno zanemarljivo. 
11,,, 
Dvoparametarske hive "fazne" grace R21" = f3"  = , Amy / Ay = const pokazuju da 
A x 
pri vrednostima Courant-ovog broja manjim od jedan smanjivanje prostona kora1ca Ax i Ay 
izaziva povedanje "fazne" gregke odnosno, povedanje intenziteta numerieldh oscilacija (Prilozi 
id, 2d, 3d i 6b). S druge strane, poveeanje vrednosti Courant-ovog broja iznad jedan 
(Cr =1.5 i Cr =2.0), uz istovremeno smanjenje gustine raetmske mrde stabilizuje 
proraeun, jer se smanjuje "fazno" pomeranje komponenti pribliinog regenja u odnosu 
na komponente taenog regenja (Prilozi 4d, 5d, 6b). 
Kao to se vidi, promena gustine raeunske mreie razliato utiee na vrednosti 
"amplitudne" i "fazne" gregke. Numeriace oscilacije su prisutne u priblanom regenju bez 
obzira na usvojenu prostornu dislcretizaciju, odnosno usvojenu vrednost Courant-ovog broja. 
Za razliku ad "fazne" gregke "amplitudna" greglca se moie eliminisati iz regenja pogodnim 
izborom: prostornih koraka Ax i Ay i usvajanjem odgovarajude vrednosti Courant-ovog 
broja. Na ovom mestu je, takode, viino istaa da se, bez obzira to je ree o eksplicitnoj 
radunskoj shemi, stabilni rezultati mogu dobiti i pri vrednostima Courant-ovog broja yearn 
ad jedan (C,. =1.5 i C, =2.0), to nije slueaj kod vedine ostalih elcsplicitnih numeriekih 
shema. 
Rasplinjavanje numeriacog regenja u odnosu na pravo regenje naziva se 
numeriaca difuzija. 
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Do uslova stabilnosti za ravanske tokove, opisane jednaeinama (3.51) i (3.55), dolazi 
se analizom stabilnosti linearizovanog sistema homogenih parcijalnih diferencijalnih 
jednaeina: 
av ap av ag aV (4.133) 
at 	av ax av ay 
gde je: 
V=[h u v 	velctor zavisno promenljivih , 
ap am a 
av P 
h 0 
g u 0 
0 0 
(4.134) 
   





0 v 0 
g 0 
(4.135) 
   
Jakobijan vektora fluksova R (jednaeina 3.55a). 
Kao i u prethodnom primeru (primeru ravanske konvekcije), posmatrade se samo 
pooetni problem (modelska jednaeina sa pooetnim uslovom): 
+ MVx + MR Vy = 0 	
(4.136a) 
V(x,y,t =0 ) = V0 (x,y) 	
(4.136b) 
regenje sistema (4.136) na (n+1)-vom vremenskom nivou za drugu kombinaciju 
operatora iz Tabele 4.1 raeuna se iz aproksimativne (matriene) jednaeine: 
fin «I 	At  NI 2 	 vn 	\ At  1\4 2 i tin 
k,j 	 2 Ax P rk+1,./ 	k-1,j/ 	2 Ax 	R v k,j+1 	k, 
( A 02  " 	 v̂n 
'TAP Ant Lk T k,j+1 -  v k-1,i +1) - 	Vlic)]+ 2 Ax Ay 
( A02  m M 	r 	) -(V1 r )] R P k41,1-1 	 k,) -1 2 Ax Ay 
( A t m 2(S" ron +I-7n \ 
	
P \ k+1,i 	v k,j 2 Ax )   
+ 1 ( A t )2 its 2 (tn 	 4. 	) 





0 0 A mx,my 
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I u ovom slueaju pribluno regenje 	( xk 	t ) = irkn,j oe se predstaviti pomoou Fourier- 
ovog niza: 
My 
lam kAx jam jAy 
= E E An, e x e Y e x' Y 
Mx = -Mx My =-My 
nAt ,rny (4.138) 
matrica amplituda m-te komponente pribliinog re§enja, 















faktor amplifikacije po vremenu. 
Posmatrade se samo m-ta komponenta pribliinog regenja (V )m  VeIctori 	u 
matrienoj jednatini (4.137) mogu se predstaviti izrazima koji su analogni izrazima (4.105) 
za skalare C . U njima umesto skalara A (iz (4.105)) treba da figurge matrica A , a 
pooetni rasporedi u x i y-pravcu i falctor amplifikacije mnole se jedinienom matricom I. Na 
primer: 
cn = A e +1)Ax e jaY (j -1)4 e 	flea I k +1,j -1 	 (4.139) 
Posle zamene vektora 	u (4.137) prema shemi prikazanoj izrazom (4.139) i 
odgovarajudih algebarslcih transformacija, jednaeina (4.137) postaje: 
G 	e 	I = R,(G) +iIm(G) 	 (4.140) 
gde je: 
= 	( A t 




(Mp MR +ME Mp ){1 -cos(trx Ax)-cos(ay Ay)+ 
+cos(ax Ax+iiy Ay)1I 	(4.141a) 
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A t Im (G) = 	M„sin(ox Ax)I +—At MR sin(ay Ay)I+ 




p MR -MR Mp )[sin(kAx)-sin(iiy Ay)- 
-sin(eix ilx-ery bky)]I 	 (4.141b) 
Matrica G predstavlja marticu amplifikacije, a matrice R, (G) i Im (G) su njen realni i 
imaginami deo. 
Pribliino regenje de biti stabilno ako apsolutna vrednost najvede sopstvene vrednosti 
matrice amplifikacije (tzv. spektralni radijus matrice amplifikacije) u), ispunjava uslov [2]: 
I C° 	I 'S 1  max (4.142) 
Ogranieenje vremenskog koraka za raaunslcu shemu MacCormack u slueaju ravanskog 
neustaljenog teeenja dobija se iz prethodnog uslova i ono glasi [21: 
1 	 At 	 (4.143) 
lul 	ivi 4. c 	1  
	
I + \ 1  
Ax Ay & 2 Ay 2 
4.3 Filtracija numerfekog regenja primenom koncepta vegtaeke 
viskoznosti 
U potpoglavlju 4.2 je istalcnuto da raounslca shema MacCormack, zahvaljujuoi 
etapnom regavanju problema i simetrienoj izmeni operatora prostome dislcretizacije u etapama 
prediktora i korelctora, ima taenost drugog reda po prostoru i vremenu (vodeoi élan Teylor-
ovog ostatka sadrii neparne izvode — izvode treeeg reda). To znadi da je ree o nedisipativnoj 
radunskoj shemi, tj. shemi koja u regenje ne uvodi vegtiolcu — numerielcim putem izazvanu 
difuziju. Ova osobina MacCormack-ove sheme dolcazana je u prethodnom poglavlju 
primenom von Neumann-ove analize stabilnosti. Do istog zaldjuelca se mole doei slededim 
razmatranjem. 
Radi kra6eg pisanja, analizirade se parcijalna diferencijalna jednaeina prvog reda za 
opisivanje prostiranja lineamog talasa koji se krede konstantnom brzinom c: 
au au n 
— +c— — v 
at 	ax 
(4.144) 
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Dislcretizacione jednatine raeunske sheme MacCormack u ovom sluaaju imaju sledeoi oblik: 
k 	At I k 
- 14,k =) 1St - Ax 
k +1 	1 [ k 	p 	At 	p 
= — U •  
2 	A.x 
Za profil 1-1 jednaeina prediktora glasi: 
- c Att k 	kU1.1 -U11 l - ui _l 
Ax 
Zamenom izraza (4.145) i (4.147) u (4.146) nakon sredivanja se dobija da je: 
k+1 	k 	C At I k 	
k ) 
	C 2 At 2 	k 	





Svi elanovi jednatine (4.148) razvide se u Teylor-ov red u okoloni make (i,k): 
  
Ic 	
At 3 53u 




UI =U 1  
au k At 2 a2u  
At 	+ 
at i 	2 at 2  
o(At 4 ) 
(4.149) 
      
  
Ic 
Ax  83u 
6 ax 3  
Ic 
  
U 1+1 = ik 
au l k 	A2 2 .32u 
ax 2 ax 
0(Ax 4) (4.150) 
      
  
Ic 
+ 0 (Aft ) 
 
aUr AX 2 a2U 
u 1 =u - Ax — I + 
ax 	2 ax 2  
AX 3 a3U 
6 ax3  (4.151) 
    
Potrebno je jog mei i vezu izmedu parcijalnog izvoda drugog reda po vremenu i parcijalnog 
izvoda po prostoru. Iz jednaeine (4.144) sledi da je: 
au 	au = -c-- -  
at ax (4.152) 
Ako se ova jednaeina jog jednom diferencira po t, zameni redosled diferenciranja i jednaeina 
(4.152) ponovo iskoristi kao veza izmedu izvoda po vremenu i izvoda po prostoru dobija se: 
a2u 	a ( au) = a ( _c au ) = _c a ( au = _c a ( _c au), c 2 a2u 
at 2 at ) 	ax ) 	ax at ) 	ax 	ax) 	ax 2  
(4.153) 
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Zamenom izraza (4.149), (4.150) i (4.151) u (4.148), nakon sredivanja se dobija: 
au 	au 	At a2u c 2At a2u 
	
- c— + o(At 2) +  	+ o(Ax 2 ) 	 (4.154) at ax 2 at 2 	 2 ax 2 
Kada se parcijalni izvod drugog reda po vremenu definisan izrazom (4.153) zameni u 
prethodnu jednaeinu, ona dobija sledeei oblik: 
au 	au a2u (c 2 	At c 2 At — +c— - 	 + o(At 2) + o(Ax 2) 	 (4.155) 
at ax ax 2 	2 2 
iii 
au +c .au  = o(At 2) + o(Ax 2) 
at 	ax (4.156) 
Nakon zanemarenja beskonaeno malih o (AO i o (At% dislcretizaciona jednaeina (4.156) se 
svodi na polaznu parcijalnu diferencijalnu jednaeinu, dakle, jednaeinu koja ne sadrii élan 
kojim se modelira difuzija kao fizieki proces. Time je na jog jedan mein dokazano da 
raeunska shema MacCormack ne unosi u regenje numerieku anomaliju poznatu pod nazivom 
vettaelca difuzija, jer je tzv. koeficijent vegtaeke viskoznosti (élan uz izvod drugog reda po 
prostoru 02u/ax jednak nuli. 
Medutim, kao i vedina drugih nedisipativnih shema drugog reda taanosti i 
MacCormack-ova shema u problemima za koje je karakteristiena pojava skoka u liniji nivoa, 
pri vrednosti Courant-ovog broja manjoj od jedan, izaziva numerieke oscilacije u neposrednoj 
blizini diskontinuiteta (vidi potpoglavlje 4.2.3). Intuitivno je jasno da kod tokova sa naglim 
lokalnim promenama dubine i protoka Courant-ov broj ne moie istovremeno biti jednak 
jedinici u svim poljima raeunske mre2e. von Neumann-ova analiza stabilnosti je pokazala 
da razlieite vrednosti Courant-ovog broja uslovljavaju i razlieite brzine prostiranja Fourier-
ovih komponenti (jednaeine (4.117) i (4.130)), tako da tokom vremena dolazi do njihovog 
rasipanja — disperzije, faznog pomeranja. Ovalcva, numeritkim putem izazvana, distorzija 
regenja manifestuje se lcroz pomenute numerieke oscilacije. Ukoliko su gradijenti osnovnih 
velieina toka vedi, utoliko su oscilacije izra2enije, tako da posle nekoliko raeunskih koraka 
mo2e dodi do potpunog rasturanja proraeuna. Da bi se iskoristile dobre osobine ove raeunske 
sheme (o kojima je bib o reel u potpoglavlju 4.2) i omogudio proraoun, pri numerielcom 
modeliranju diskontinualnih tokova dislcretizacionim jednaeinama se dodaje poseban élan eiji 
je "zadatak" da ubla±i velike gradijente i smanji amplitude oscilacija. 
Dodatni élan u diskretizacionim jednaeinama raeunske sheme MacCormack definige 
se korigeenjem eksplicitne metode vegtaelce viskoznosti koju je formulisao Jameson sa svojim 
saradnicima [15], [19]. Rea je o selektivnom postupku u kome se korekcija dobijenog 
numeriekog regenja vrti samo u oblastima sa ogtrim (velikim) gradijentima. Operator 
vegtaelce disipacije ili vegtaoke difuzije D kojim se vrgi korigovanje dobijenog regenja 
predstavlja zbir operatora vegtance disipacije za pravace x i y: 
DU =D U+D U y (4.157) 
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Operator Dx defmisan je sledeohn izrazom: 
U = [ex 	(U1+1,1 -Ui,j) -Ex 	(Ui -U ,t I (4.158) 





x" 'hi-141 +121/g  +Ihi-1,i 





prethodnom izrazu k predstavlja tzv. "konstantu disipacije", ii "falctor vegtaeke 
viskoznosti". Variranjem njegove vrednosti regulige se nivo numerieke difuzije. Na ovom 
mestu je vain° istadi da izbor najpovoljnije vrednosti faktora k zavisi od konlcretnog 
problema koji se regava. Pri torn uvek treba nastojati da se izabere ona vrednost kojom se 
postiie kompromis izmedu dva podjednako poieljna regenja, a to su: regenje sa to je moguee 
manjom "debljinom" 'dela talasa (sa to manjim rasplinjavanjem) i regenje sa to manjom 
amplitudom oscilacija na eelu i iza ëela talasa, koje se, zapravo, nikada u potpunosti ne mogu 
eliminisati [31]. 
Operator disipacije za pravac y defunsan je po istom principu kao i operator Dx: 
DU = (1.11,j+1 - U4) - s 	(U1,1 -U. 
(4.161) 
1110+1 -2h41 + 
V (4.162) +12hii1 +Vi e 
= k —Ay max ( v/ Y4I ) (4.163) At 	Y4j-L-1 
Za polja koja se nalaze neposredno uz avrstu granicu izrazi (4.159) i (4.162) se modifilcuju 
saglasno deftniciji "fiktivnog" polja. U primeru prikazanom na Slici 4.8b treba korigovati 
samo gradijent u pram' x: 
v-  	 (4.164) 
x" 	1 h 	1 ± 1 h •1 
oblastima sa blagim promenama zavisno promenljivih gradijenti ' i Py ' Sll iii jednalci 
nuli, iii su zanemarljivo mali, pa se u tim oblastima ne vrgi korekcija novodobijenog regenja. 
Zbog toga se moie red da se u ovom slueaju radi o postupku "numerieke fdtracije" regenja 
Provera numerielcog modela 	 69 
dobijenog prhnenom MacCormack-ove sheme. Novodobijene vrednosti zavisno promenljivih 
do kojih se doglo regavanjem jednaeina numeriekog modela koriguju se korigeenjem sledeteg 
izraza: 
U kT1  = 	+DxUlk.,J 1+D Y (4.165) 
5. Provera numerielcog modela 
Uobieajeni postupak provere nekog numerieog modela podraztuneva sledeee korake: 
testiranje modela na pojednostavljenim primerima linijskog teeenja za koje postoje analitieka 
reknja, testiranje modela na hipotetielcim primerima linijskog/ravanskog teeenja, veriftkaciju 
numerialcog modela korikenjem rezultata merenja na fiziekom modelu i razmatranje 
moguenosti primene predloienog modela u regavanju razlieitih problema hidrotehnieke 
pralcse. 
5.1 Linij ski modeli 
5.1.1 Pregled objavljenih rezultata testiranja linijskog modela 
U literaturi [17] i [19] izvrkno je poredenje rezultata dobijenih primenom 
predlaenog numeriekog modela (modela zasnovanog na MacCormack-ovoj raeunskoj shemi) 
sa analitielcim reknjima i to za slueajeve potpunog trenutnog ruknja brane ([17] i [19]) i 
naglog spu§tanja ustave na nizvodnom lcraju kanala [19]. Rezultati dobijeni primenom 
raeunske sheme MacCormack uporedeni su i sa rezultatitna dobijenim primenom: metode 
karakteristilca [17], metode razdvajanja fluksova [19] i Gabutti-jeve radunske sheme [19]. U 
svim primerima su zanemarene sila gravitacije i sila trenja. 
Ovde 6e, da bi se upotpunilo izlaganje, biti prikazani samo rezultati i izneti najbitniji 
zakljueci koje su objavili Jha, Akiyama i Ura (1994). Gni su poredili rezultate simulacije 
dobijene primenom: metode razdvajanja fluksova, raeunske sheme MacCormack i Gabutti-
jeve sheme sa analitiekim rdenjima za slueajeve naglog — trenutnog ruknja brane i naglog 
spugtanja ustave na nizvodnom kraju kanala. Kao to je ve6 pomenuto, sila gravitacije i sila 
trenja bile su zanemarene. Numerieki eksperimenti za slueaj prostiranja talasa sa strmiun 
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Tabela 5.1: Vrednosti faktora vehaeke viskoznosti (k) 
k/ k [I I MacCormack Gabutti 
2 0.50 0.60 
20 0.75 0.95 
200 0.90 nestabilna za svako k 
Oelom (izazvanog trenutnim rugenjem brane) sprovedeni su za tri vrednosti pooetnog odnosa 
dubina uzvodno i nizvodno od brane 	ha = (2, 20, 200} . Pri torn je utvrdeno da pri odnosu 
hn >2 raeunska shema MacCormack i Gabutti-jeva shema ne daju rezultate ukoliko se, 
primenom metode vegtadke viskoznosti, u regenje ne unese odgovarajuda "kolieina" 
numerieke difuzije. Takode je utvrdeno da je pri 11,4 1 ha 200 Gabutti-jeva shema bezuslovno 
nestabilna, tj. da ne funkcionige bez obzira na usvojenu vrednost falctora vegtaeke viskoznosti 
(k). U Tabeli 5.1 prilcazane su vrednosti falctora k koje su korigdene za "numerielcu filtraciju" 
regenja dobijenih primenom MacCormack-ove i Gabutti-jeve raeunske sheme za sve tri 
vrednosti odnosa 
Slike 5.1a, 5.2a i 5.3a pokazuju linije nivoa, a slike 5.1b, 5.2b i 5.3b uzduine 
dijagrame promene brzine dui kanala (50zi)s posle naglog — trenutnog rugenja brane. 
Rezultati prikazani na Slici 5.1 odnose se na primer u kome je poeetna vrednost odnosa 
dubina uzvodno i nizvodno od pregrade (brane) iznosila hn l ha =2, rezultati sa Slike 5.2 
odgovaraju odnosu h„1 ha =20, a rezultati sa Slike 5.3 odnosu k / ha =200. Uoeava se da 
raeunska shema MacCormack za sve tri vrednosti poeetnog odnosa 	k daje rezultate koji 
najmanje odstupaju od analitielcog regenja. Jedini nedostatak u odnosu na metodu razdvajanja 
fluksova leii u einjenici da je za dobijanje stabilnih regenja kod raeunske sheme MacCormack 
nephodna primena koncepta vegtatte viskoznosti. 
Na Slici 5.4 prikazani su rezultati numerieog elcsperimenta u kome je analizirano 
prostiranje talasa sa strmim eelom u pravougaonom lcanalu sa horizontalnim dnom. Talas je 
izazvan naglim spugtanjem ustave na nizvodnom kraju kanala. Pre spugtanja ustave (t= 0), 
teeenje u kanalu je bib ° ustaljeno — dubina i srednja profilska brzina su u svim presecima 
Slika 5.1a: Linija nivoa pri odnosu 	 Slika 5.1b: Uzduini dijagram promene 
kik =2 [19] 	 brzine dui kanala za hu lk =2 [19] 
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Slika 5.4: Prostiranje talasa izazvanog naglim spuka-
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bile iste: h= 10m i u=4.952m/s. Slika 5.4 pokazuje pololaj &la talasa u trenutku 
t=(111a)s. Vrednosti falctora vegtaoke viskoznosti za MacCormack-ovu raeunsku shemu 
iznosila je k=0.95, a za Gabutti-jevu shemu k =2.0. I pored relativno visoke vrednosti 
falctora k oscilacije u neposrednoj blizini &la talasa nisu eliminisane. Bez obzira na to, jasno 
se vidi da raounska shema MacCormack najbolje reprodukuje brzinu prostiranja talasa. 
Rezultati testiranja raeunske sheme MacCormack na razliaitim hipotetiakim primerima 
linijskog i ravanskog teeenja mogu se mei u slededoj literaturi: [9], [10], [15], [17], [18], 
[22] i oni ovde nede biti prikazivani. 
5.1.2 Verifikacija numeriekog modela 
Za veriftkaciju numerielcog modela linijskog teeenja posldili su podaci iz dva 
laboratorijska eksperimenta. U jednom je analizirano teeenje preko girokih pragova u burnom 
relimum, a u drugom prostiranje talasa sa strmim 
5.1.2.1 Analiza teeenja preko tri giroka praga u prizmationom laboratorijskom kanalu 
Za teeenje preko girokog praga u burnom relirnu karakteristiona je nagla lokalna 
promena dubine uzvodno od praga odnosno, pojava hidraulielcog skoka. Kada se nalazi na 
poeetku i na kraju razmatrane deonice giroki prag u hidrauliekom smislu predstavlja "Oist" 
spoljagnji granieni uslov — veza izmedu dubine na pragu i protoka je u ovom slueaju jasno 
definisana, tako da se merenjem dubine na pragu vrlo lako mole odrediti nepoznata vrednost 
protoka. Ukoliko se, medutim, prag nalazi izmedu najuzvodnijeg i najnizvodnijeg proffla, on 
se tretira kao unutragnji granieni uslov (videti potpoglavlje 4.2.1.2). Imajudi sve ovo u vidu, 
doglo se do zakljuelca da bi teeenje preko girolcih pragova moglo dobro da posluli i za 
verifikaciju raeunske sheme MacCormack i za analizu unutragnjeg granienog uslova. Stoga 
je, u Hidraulialcoj laboratoriji Instituta za hicirotelmilcu Gradevinskog falculteta u Beogradu 
napravljen fizieki model koji se sastojao od tri giroka praga priovrgdena za dno 
laboratorijskog kanala (Slika 5.5). 
U nastavku de prvo bill opisana laboratorijska instalacija i uslovi pod kojima su 
izvedeni eksperimenti, a potom de se izvrgiti poredenje rezultata numerieke simulacije sa 
rezultatima merenja na fizielcom modelu. 
5.1.2.1.1 Opis laboratorijske instalacije 
Elementi instalacije su: 
10 Uzvodni rezervoar &Ilene konstrukcije sa zmijolikim ogtroivienim prelivom. Rezervoar 
je visinski tako postavljen da obezbeduje konstantan dotok vode u kanal. Zahvaljujudi tome, 
na celoj dtaini kanala mogude je ostvariti kavaziustaljeno teeenje. 
Eksperiment izveden tokom izrade ovog Magistarskog rada. 
11 Eksperiment D. Komatine [28]. 
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Slika 5.5: Laboratorijska instalacija 
2° Laboratorij ski kanal eeliene konstrukcije. Shematski prikaz mebanizma kanala dat je na 
slici 5.6. Popreeni presek kanala je pravougaonog oblika. Njegove dimenzije su: 
BXh= 12 x 24.5cm. Duiina kanala iznosiLk =240cm. Zidovi su stakleril, a dno je izradeno 
od 6elika . 
3° Mesingani lenjir du2ine 150cm sa memom iglom koja po njemu klizi iznad dna kanala. 
40 Nizvodni rezervoar eeliene konstrukcije sa Thomson-ovirn prelivom za merenje protoka. 
Poloiaj pragova dimenzija: duilne (u pravcu toka) L =9cm, girine B= 12cm i visine 
P= 3cm, je izabran tako da domen strujanja koji je od interesa za ovu analizu — od preseka 
na uzvodnom pragu do preseka na nizvodnom pragu — "padne" u dohvat meme igle (dulina 
od 140cm). Referentna ravan se nalazi iznad dna kanala i odgovara koti "nule" meme igle. 
Tathost meme igle 0.1mm. 
90 	 35  115 
4 
Slika 5.6: Shematski prikaz mehanizma laboratorijskog kanala 
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Nakon fiksiranja pragova ponovo su izmerene njihove visine. Utvrdeno je da je 
srednja vrednost visine uzvodnog praga P =3.065cm, srednjeg P, =2.998cm, a nizvodnog 
PA =3.033cm. Rastojanje izmedu pragova iznosilo je 	=Lem= 58.5cm. 
5.1.2.1.2 Uslovi pod kojima su izvedeni eksperimenti 
Preliminamim ispitivanjima je utvrdeno da je u opsegu od 0.2 1/s do pribli1no 1.0 1/s 
na opisanom fizielcom modelu, za svaki ad pragova, zadovoljen uslov: 0.08 h1 IL 5 0.3312. 
Merenja su bila podeljena u dye grupe. Eksperimenti prve grape odnose se no 
ustaljeno, a eksperimenti druge grupe na neustaljeno tetenje. Za merenja u ustaljenom 
hidraulielcom reiimu korigdene su memo igla na mesinganom lenjiru i mem igla na 
Thomson-ovom prelivu. Eksperimenti u neustaljenom hidraulielcom reiimu zabele2eni su 
VHS video-kamerom eija je brzina snimanja 25 kvadrata u sekundi. U oba sludaja merenja 
su sprovedena za tri vrednosti nagiba dna: So =7.84%, So =3.32% i So =0.61%. Ovi nagibi 
dna odgovaraju, redom: nepotopljanom prelivanju u bumom re±imu, nepotopljenom 
prelivanju u mirnom reiimu i potopljenom prelivanju. U ovom radu bide prikazani samo 
eksperimenti koji se odnose na tedenje u bumom reiimu So =7.84%, jer tada uzvodno ad 
pragova dolazi do formiranja hidraulialcog skoka. Rezultati ostalih eksperimenata mogu se 
mei u [11]. 
Ispitivanja ustaljenog tedenja preko girokih pragova sprovedena su za nekoliko 
vrednosti protoka iz opsega (0.2; 1.0)1/s. Sa promenom protoka menja se i polaaj kritiOnog 
preseka na pragu. Da bi se broj mogudih gretaka prilikom kasnijeg oeitavanja video-snimaka 
smanjio, odludeno je da se dubine na uzvodnom i nizvodnom pragu mere u filcsnim presecima 
i da se, zatim, na osnovu tih opdataka formiraju lcrive protoka koje de posluñti za proradun 
granienih uslova prilikom numerieke simulacije elcsperimenata u neustaljenom reihnu. 
Na Slikama 5.7 i 5.8 prikazane su hive protoka za uzvodni i nizvodni prag pri 
So =7.84%. Statistieka analiza rezultata merenja je polcazala da se eksperimentalne vrednosti 
najbolje prilagodavaju stepenoj zavisnosti: 
Q = a h: 	 (5.1) 
Vrednosti koeficijenata a i b, odredene primenom metode najmanjih kvadrata, date su u 
Tabeli 5.2. 
Tabela 5.2 Vrednosti koeficijenata iz (5.1) za So =7.84% 
a b 
uzvodni prag 0.3400 1.4160 
nizvodni prag 0.7672 1.6497 
12 Uslov koji treba da bude ispunjen da bi se giroki prag tretirao kao kratki 
objekat. 
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Slika 5.8: Kriva protoka za nizvodni prag pri So =7.84% 
Merenja u ustaljenom hidraulielcom reiimu poslu±ila su i za odredivanje ekvivalenme 
vrednosti Manning-ovog koeficijenta otpora (n). Pogto su dno kanala i zidovi izradeni od 
razlieitih materijala (ethic i staklo), za odredivanje tzv. kompozitne rapavosti primenjen je 
postupak kojeg su definisali Vannoni i Brooks [16]. Utvrdeno je da je vrednost ovog 
koeficijenta ne =n =0.009m " s. 
Prilikom ispitivanja u neustaljenom reit protok je u svakom eksperimentu 
manevrom zatvaraea na uzvodnom kraju kanala (Slika 5.5) poveeavan od neke (poeetne) 
vrednosti Qp do neke (krajnje) vrednosti Qk Pri tom se vodilo raeuna da vrednosti Qp i Qk 
budu iz intervala [0.2; 1.0]1/s. Na Thomson-ovom prelivu je tokom svakog eksperimenta, 
radi kontrole, meren nivo, tj. praeena je promena protoka. Na taj naein je bib o moguee 
utvrditi kada je u kanalu ponovo uspostavljeno lcvaziustaljeno teeenje. 
Svi opiti iz druge grupe su, kao to je ve6 pomenuto, zabeldeni video-kamerom. 
Oeitavanja su izvfgena pomoau sistema za analizu video-snimaka. Korgeenjem ovog uredaja 
odredeni su nivogrami u presecima na uzvodnom i nizvodnom pragu (uzvodni i nizvodni 
granieni uslov) i presechna izmedu pragova. Podaci su oeitavani sa prostortilm korakom 
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Ax=5cm. Vremenski korak prilikom oeitavanja iznosio je 6.t=0.2s — oeitavan je svaki peti 
kvadrat video-trake. Na osnovu zabeleienih nivograma rekonstruisani su poloiaji linije nivoa 
u razlieitim vremenskim trenucima. 
5.1.2.1.3 Numerialca simulacija teeenja preko girokih pragova u bumom relimu 
Pre nego to se opigu uslovi pod kojima je izveden laboratorij ski eksperiment i pre 
nego gto se rezultati numeriake simulacije uporede sa rezultatima merenja na fizielcom 
modelu, ukazade se na jedan problem. On oe biti ilustrovan na hipotetiolcom primeru 
ustaljenog teeenja preko tri giroka praga u bumom reiimu13. Sva tri praga su iste visine 
(P=0.25m) i nalaze se na jednakom medusobnom rastojanju (AL =300m). Popreeni presek 
kanala je pravougaonog oblika girine 6m. Nagib dna kanala je S0 =0.3%. U najuzvodnijem 
profilu protok je konstantan i iznosi Q=20m3/s, a dubina je jednalca IcritiOnoj dubini 
hk=1.04m. Poeetni uslov je: Q(x,0)=20m3/s i h(x,0)=2m. Ovakav granieni uslov ne 
odgovara ustaljenom teeenju u kanalu pri S0=0.3% i Q=20n 3/s. Ukoliko je primenjena 
metoda konvergentna, posle odredenog broja raeunskih koraka trebalo bi da se dobije regenje 
kod koga se uzvodno od svakog praga formira hidraulielci skok i kod koga dubina nizvodno 
od svakog praga ten normalnoj dubini14 hn =0.76m. 
Razmatrana su dva slueaja. U prvom sluaaju nije zadato nikakvo ogranieenje u 
pogledu minimalne dozvoljene dubine (kin =0) [18]. Imajuoi u vidu elementame principe 
hidraulike, po kojima dubina u bumom reiimu pri hk > hn ne moie biti manja od normalne 
dubine, u drugom primeru je usvojeno da je hno, =h„ =0.76m. 
Na Slici 5.9 prikazane su linije nivoa koje odgovaraju ustaljenom teoenju preko 
girokih pragova u bumom relimu. Slika 5.9a odgovara prvom (h„lla =0), a Slika 5.9b cirugom 
primeru (h„,n, = h„ =0.76m). Ukoliko se ne zada fizieki realno ogranieenje u pogledu 
minimalne dozvoljene dubine, u regenju se ispred i iza skoka javljaju intenzivne oscilacije 
(Slika 5.9a) kada se dubina u kanalu pribli±i normalnoj dubini. U slueaju kada je h n, =h, 
oscilacije ispred skoka jog uvek su prisutne, au i su znatno manje izraiene nego kada je 
h,nin= 0. Oscilacije in skoka su praktieno zanemarljive. 
Na osnovu ovog primera moie se zakljuaiti sledete: da bi se pri simulaciji teeenja u 
bumom reiimu (hk > h, i So > Sur ) dobili stabilni rezultati, neophodno je zadati fiziolci 
realno ograniaenje u pogledu minimalne dozvoljene dubine, tj. zadati da je h,no, 	. 
U nastavku de biti prikazani rezultati numerioke simulacije laboratorijskog 
elcsperimenta u kome je nagib dna iznosio So =7.84%. Granieni uslovi — nivogrami na 
uzvodnom i nizvodnom pragu — prilcazani su na slilcama 5.10 i 5.11. Minimalna dubina je 
tokom proraeuna bila jednaka normalnoj dubini. Usvojeno je da se minimalna (normalna) 
dubina menja u skladu sa promenom protoka na uzvodnom lcraju kanala. Izmerene i sraeunate 
linije nivoa date su u Prilogu 7. 
Pre poeetIca laboratorijskog eksperimenta i tokom prvih 0.8s od poeetka polcretanja 
zatvaraea na uzvodnom kraju kanala, teeenje u kanalu je jog uvek ustaljeno. Kvantitativnim 
poredenjem sraeunatih i izmerenih nivoa utvrdeno je da maksimalna razlika u ovom 
13 Primer je preuzet od Garcia-Navarro et.al [18]. 
14  Iz elementame hidraulike je poznato da dubina u kanalu ten normalnoj dubini 
kada je k >h fl  i kada je So > So.  kr 
t = 16.67min 
20 mats, 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 
1111111 	II 	11111111 	I .........I.........I 	 ....... ..I 	 
78 	Numerieko modeliranje tokova koje Icarakterge nagla lokalna promena dubine i protoka 
I" 	
llll I 	I 
	 I " ' 







100 200 300 400 500 600 700 800 900 
X [ m 
b) 
5 
X [ m 
Slika 5.9: Ustaljeno teeenje preko Airokih pragova u burnom relimu; (a) h =Om [18], 
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Slika 5.10: Uzvodni granieni uslov — nivogram na uzvodnom pragu 
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Slika 5.11: Nizvodni granieni uslov — nivogram na nizvodnom pragu 
vremenskom intervalu ne prelazi 3.5%. Tokom simulacije u neustaljenom hidraulialcom 
reilnu ova razlika postepeno raste: u intervalu te [1.0;3.6]s ona je jo§ uvek manja od 10%, 
a na kraju intervala te [3.8;7.0]s iznosie 26.3%. Sedam sekundi posle poeetka eksperimenta 
teeenje u kanalu postaje kvaziustaljeno. Sa dijagrama se vidi da su razlike izmedu sraounatih 
i izmerenih nivoa najvede u presecima u kojima se ostvaruje prelazak iz bumog u miran 
reiim, tj. u presecima u kojima se javlja hidraulieki skok. Raounske linije nivoa u mimom 
len= (uzvodno od pragova) ne odstupaju mnogo od izmerenih — gregke u proceni dubine 
ne prelaze 6%. Bez obzira to je pri protochna vedim od pribliino 0.7 1/s gregka u proceni 
dubine sa nizvodne strane hidrauliekog skoka relativno velika, dijagrami pokazuju da 
raeunska shema MacCormack pri svim protocima taeno locira polo±aj skoka. 
5.1.2.2 Analiza prostiranja talasa sa strmim eelom u prizmationom laboratorijskom kanalu 
Elcsperiment koji je posluZio za verifikaciju opisane raeunske sheme izveden je u 
laboratorijskom kanalu sa promenljivim nagibom dna i staklenim zidovima prekrivenim 
lcvadratnom mreZom (Ax =az= lcm) [28]. DuZina kanala je 4.5m, a girina 0.15m. Uzvodni 
deo kanala pregraden je tablastom ustavom i predstavlja rezervoar. Nizvodni deo kanala 
dui'ine 2.25m koriken je za analizu prostiranja talasa sa strmim adorn koji je izazvan naglim 
podizanjem ustave. Dubine su merene pomodu membranskih sondi tipa "Druck", a 
registrovane pomodu elektronskog sistema za prikupljanje i obradu podataka. Sonde su bile 
postavljene na rastojanju x = {0.75, 1.25, 1.75, 2.25}m od ustave. Prostiranje talasa 
zabele2eno je fotoaparatom tija je brzina snimanja 5snimaka/s. Postojanje lcvadratne mre2e 
na zidovima kanala omogudilo je da se dubine sa fotografija oeitaju na svakih 5cm. 
Ekvivalentna vrednost Manning-ovog koeficijenta odredena je kalibracijom u uslovirna 
ustaljenog teeenja i iznosi n=0.009m's. 
Raeunski je simuliran eksperiment u kome je poeetna dubina u rezervoatu iznosila 
H=0.3m, a nagib dna kanala 0.1%. Rezultati merenja i proraeuna prikazani su na slici 5.13. 
Uzvodni granieni uslov definisan je u skladu sa zakonom podizanja ustave (Slika 5.12). 
Protok je na ovom kraju radunat korikenjem jednaoine skoka. Nizvodni granieni uslov 
defmisan je u oblilcu tzv. "otvorenog" granienog uslova 8Q/ax =0, a to znaei da su vrednosti 
protoka u poslednja dva polja jednake. Radi lakgeg poredenja sa rezultatima merenja, tokom 
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Slika 5.12: Nivogram u profilu u kome se nalazi ustava — uzvodni granieni uslov 
simulacije je korigeen konstantan vremenslci korak At=0.01s kome odgovara maksimalna 
vrednost Courant-ovog broja Cr=0.6. 
U prvih pet desetinki selcunde raeunski talas kasni za snimbenian talasom (eelo 
raeunskog talasa se nalazi dva polja uzvodno), pa su i razlike dubina ova dva talasa relativno 
velike (ispod 50%). Kada se poloiaji eela raeunskog i snimljenog talasa poldope, razlike 
dubina u proseku iznose 12%. Dubina na eelu raeunskog talasa veta je od dubine na eelu 
snhnljenog talasa za 10% to je u granicama tolerancije (Slika 5.13). Brzina prostiranja 
poremedaja (izuzev u nekoliko prvih desetinki sekunde) je dobro reprodukovana (Silica 5.13). 
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Slika 5.13: Poredenje izmeretilh i sraeunatih linija nivoa 
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5.2 Ravanski modeli — problemi konzervativnosti i oscilatornih regenja 
Problemi konzervativnosti i oscilatornih regenja pri numeriekom modeliranju 
ravanskih tokova bide analizirani na hipotetiekom prirneru rugenja brane u prizmatiOnom 
kanalu i na primeru numerieke simulacije jednog laboratorijskog eksperimenta [21]. 
5.2.1 Analiza svojstva konzervativnosti raeunske sheme 
U poglavlju u kome se govori o matematielcom modeliranju ravanskog neustaljenog 
teeenja reeeno je da jednaeine odrlanja kolieine kretanja nemaju pun konzervativan oblik zato 
gto sadrie slobodne elanove (kojima su obuhvadene sila gravitacije i sila trenja). Takode je 
reeeno da se pretpostavlja da je uticaj ovih elanova u odnosu na ostale elanove jednaeine 
relativno mali i da bitno ne utiee na svojstvo konzervativnosti raeunske sheme. 
U praktienim proraeunima svojstvo konzervativnosti primenjene sheme se proverava 
pradenjem promene zapremine (mase) fluida u razmatranoj oblasti strujanja. Isticanje vode 
iz rezervoara izazvano naglim podizanjem ustave iii trenutnim rugenjem dela brane 
predstavlja tipiean primer za analizu ove vrste. Nahne, zapremina vode u eitavoj raeunskoj 
oblasti (koja obuhvata rezervoar uzvodno od pregrade i deo kanala nizvodno od pregrade) 
u svakom trenutku (sve dok talas ne stigne do izlaznog profila) mora da bude jednaka 
pooetnoj zapremini vode u rezervoaru. Medutim, ovaj uslov pri numeriekom modeliranju nije 
moguee ispogtovati prvo, zbog neizbeine gregke zaolcruiivanja i drugo, zbog prisustva 
slobodnih elanova u jednaeinama. Stoga prilikom korigtenja modela baziranog na 
jednaeinama napisanim u konzervativnom obliku treba oaekivati nelcu, u granicama 
tolerancije pritivatIjivu gregku. Kod modela zasnovanog na jednaeinama napisanim u 
nekonzervativnom oblilcu, shodno onome to je pokazano u Poglavlju 2, treba oeekivati 
znatno ye& gregke, koje vrlo brzo prekoraeuju granice tolerancije (preko 5-10% od poeetne 
zapremine). 
Provera svojstva konzervativnosti MacCormack-ove sheme sprovedena je na 
hipotetiekom primeru delimianog rugenja brane eija dulina iznosi 150m. Pretpostavlja se da 
je doglo do trenutnog formiranja brege na duiini od 60m (Slika 5.14). Dubina vode u 
rezervoaru iznosila je h1 =3m. Dubina vode nizvodno od brane — 112 varirana je u opsegu 
od 0.001m do 2m. pri eemu je odnos dubina /h2 bio {1.5; 2; 3; 6; 10; 15; 20; 30; 60; 
100; 150; 200; 300; 600; 1000; 1500; 3000}. Dno kanala nizvodno od brane je horizontalno. 
Razmatrana su dva slueaja. U prvom slueaju regavani su sistemi homogenih jednaeina 
(zanemarene su sila trenja i sila tenne), a u drugom sistemi nehomogenih jednaeina. 
Usvojena vrednost Manning-ovog koeficijenta u drugom slueaju iznosila je n =0.04m- ins. 
Razmatrana oblast "prelcrivena" je kvadratnom mreiom sa 2400 polja. Korigeen je 
prostomi korak Ar=Ay =5m. Vremenski korak je tokom proraouna bio promenljiv, a raeunat 
je iz uslova stabilnosti (4.143). U poeetnom trenutku obe komponente brzine u svim poljirna 
su jednake nuli osim u profilu otvora gde je komponenta brzine normalna na uzduinu osovinu 
pregrade zadata na osnovu teorijskog regenja linijskog problema: u = 8/27 V ghi , i v=0. 
Poeetna dubina u profilu otvora takode je zadata na osnovu teorijskog regenja: (419)h1. 
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Slika 5.14: Hipotetielci sluaaj trenutnog delimionog rugenja brane — raeunska oblast 
Slike u Prilozima 8 do 11 prikazuju zakon promene relativne gregke zapremine 
(AVIV = (Vo - V i )1170 ) u funkciji broja raeunskih koraka (vremena proteklog od trenutka 
rugenja dela brane) za razlieite poeetne odnose dubina uzvodno i nizvodno od brane (h1/h2). 
Zavisnosti AV/V=f(NDT) su nacrtane samo do trenutka u kome talas stiie do ninfodnog 
profila. Kada eel() talasa zahvati poslednji niz polja nizvodna granica poeinje da utiee na 
rezultate proraouna, a samim tim i na relativnu gregku zapremine, pa dobijeni rezultati nisu 
vie merodavni za analizu svojstva konzervativnosti raounske sheme. 
Prilozi 8 i 10 se odnose na rezultate dobijene primenom diskretizacionih jednaeivaa u 
nekonzervativnom obliku, a Prilozi 9 i 11 na rezultate dobijene primenom jednaeina u kon-
zervativnom obliku Kada se regava sistem nehomogenih jednaeina, proraeun u slueaju 
korigdenja diskretizacionih jednaeina u nekonzervativnom oblilcu nije mogue pri vrednostima 
pooetnog odnosa h ilh 2 >600. U svitn ostalim sluoajevima gornja granica je h ilh 2 =3000. 
Relativna gregka zapremine u proraeunima baziranim na regavanju jednaeina u 
nekonzervativnom obliku iz koraka u koralc (kako vreme odmiee) progresivno raste. Gregka 
raste i sa povedanjem vrednosti poeetnog odnosa h 11h 2 , au samo do vrednosti h ilh 2 =100 
za sistem homogenih jednaeina (Prilog 8a — maksimalna gregka za h ilh 2 =100 je oko 12%) 
odnosno, do vrednosti h 1 Ih 2 =150 za sistem nehomogenih jednaeina (Prilog 10a — 
maksimalna gregka za h ilh 2 =150 je oko 17%). Nakon toga, gregka se smanjuje (Prilozi 8b 
i 8c — maksimalna gregka ne prelazi 11.5% i Prilog 10b — maksimalna gregka za 
h1 /112 =200 je oko 14%). Pri vrednostima odnosa h i/h 2 >100 relativna gregka zapremine 
za sistem homogenih jednaeina je praktiono nezavisna od vrednosti odnosa h ilh 2 . Pri 
poeetnoj vrednosti h 1 Ih 2 <15 za sistem homogenih jednaeina (Prilog 8), odnosno pri 
poeetnoj vrednosti h ilh 2 <3 za sistem nehomogenih jednaeina (Prilog 10) gregka se tokom 
celog proraeuna nalazi u granicama tolerancije (ispod 10%). Za vrednosti h 1Ih 2 veee od 
petnaest, odnosno vede od tri gregka je samo u poeeticu u dozvoljenim granicama. 
Malcsimalna gregka je uvek veaa od 10%. 
U proraeunima baziranim na regavanju jednadina u konzervativnom obliku maksimalna 
vrednost relativne gregke zapremine, i u slueaju korigtenja homogenih i u sluaaju korigeenja 
nehomogenih jednaeina, ne premaga granice tolerancije ni za jednu vrednost poeetnog odnosa 
h lh . Pri odnosu h Ilh 2 >30 gregka u jednom vremenskom intervalu (izmedu pedesetog i ; 
devedesetog raeunskog koraka) opada (sistem homogenih jednaeina — Prilog 9b), a zatim 
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ponovo raste. Pri odnosu h l/h 2 > 3 dijagrami relativne gregke, koji se dobijaju regavanjem 
sistema nehomogenih jednaeina, imaju i granu stagnacije dut koje je vrednost gregke 
priblitno konstantna. Kao i u sluaaju primene jednaeina u nekonzervativnom obliku, relativna 
gregka raste sa povedanjem vrednosti poeetnog odnosa dubina u rezervoaru i nizvodno od 
brane i to do h 11h 2 =100 za sistem homogenih jednaeina (Prilog 9b — max AV/V=2.8% za 
h Ilh 2 = 100), odnosno do h Ilh 2 =200 za sistem nehomogenih jednaeina (Prilog lib — 
maxAV/V=5.2% za h 1/h 2 ={ 200; 300; 600} ). Nakon toga, gregka se smanjuje (Prilog 9c 
— max AV/V-2% za h 1 /h 2 =3000 i Prilog 11c — max AV/V=3.8% za h 1/h 2 ={ 1000; 
1500; 3000} ). Takode se zapaia da je u opsezima ilh 2 E (200,600) i h 1/ha E (1000,3000) 
relativna gregka zapremine, koja se dobija regavanjem nehomogenih jednaeina, praktiOno 
nezavisna od vrednosti odnosa h Ilh 2 . 
Rezultati numerialcog eksperimenta pokazuju da se korigtenjem nehomogenih 
jednaeina matematielcog modela, tj. uzimanjem u obzir sue trenja u dinamielcim jednaeinama, 
dobija negto veda relativna gregka promene zapremine nego u sluoaju primene jednaeina u 
punom konzervativnom obliku. Maksimalna gregka prilikom regavanja dislcretizaciothh 
jednaeina u nekonzervativnom obliku veda je za priblano 5%, a prilikom regavanja 
diskretizacionih jednadina u konzervativnom obliku za 2%. Rezultati, takode, nedvosmisleno 
ukazuju da, u problemima u kojima pojam taenosti, tj. pouzdanosti regenja pre svega 
podrazumeva oeuvanje (konzervaciju) zapremine (mase) fluida u razmatranoj oblasti 
strujanja, jedino korigaenje numerielcog modela baziranog na dislcretizacionim jednadinama 
u konzervativnom obliku moie da obezbedi posdzanje zahtevane taenosti. 
5.2.2 Analiza uticaja faktora vegiaeke viskoznosti na velieinu amplitude numerieldh 
oscilacija i brzinu prostiranja talasa sa strmim eelom 
Za pomenutu analizu korigoeni su rezultati merenja na fiziolcom modelu [21] (Slika 
5.15). Model se sastojao od rezervoara dimenzija 1.1 x1 .0m2 i horizontalne ploee nizvodno 
od rezervoara, eije su dhnenzije 0.8 x1 .0m2. U gornjem desnom uglu horizontalne plote, u 
ravni zida (kojirn je rezervoar odvojen od ploae) nalazio se otvor'Shine 0.1m. Za zatvaranje 
otvora korigaena je tablasta ustava. Naglim podizanjem ustave omogueeno je isticanje vode 
iz rezervoara i fonniranje talasa sa strmim eelom. Dubine su u izabranim taelcama merene 
pomodu kapacitivnih sondi preenika 2nun. Zbog efekta stojedeg talasa, koji se u burnom 
reihnu formira neposredno ispred sonde, pre merenja je izvrgena njihova kalibracija u 
laboratorijskom kanalu. Prostiranje talasa sa strmim &loin zabeleieno je fotografslchn 
aparatom. 
Numerieki je simuliran eksperiment u kome je dubina vode u rezervoaru iznosila 
h 1 =0.15m, a rapavost dna n =0.01m -113s. Horizontalna projekcija razmatrane oblasti 
strujanja — rezervoara i plooe nizvodno od rezervoara prelcrivena je raeunskom mre2om sa 
3360 polja. Dimenzije polja — prostorru koraci uxiy pravcu iznosili su Ax=ay =0.025m. 
Na avrsthn konturama granianim uslovom je zadato da je komponenta brzine upravna na 
konturu jednaka nuli (u=0 za konturu koja se pruia u y pravcu odnosno, v=0 za konturu 
koja se pruia u x pravcu). U poeetnom trenutku komponente brzine ux iy pravcu —uiv 
su u svim poljitna, izuzev u poljima koja se nalaze u profilu otvora, jednake nuli. U profilu 
otvora komponenta brzine upravna na uzduinu osu otvora (y pravac) zadata je na osnovu 
teorijskog regenja lirujskog problema: u = 8/27 \I ghi , dok je komponenta u pravcu y: v=0. 
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Slika 5.15: Shema laboratorijske instalacije za analizu prostiranja talasa sa strmim &tom [24] 
Pooetna vrednost dubine u profilu otvora takode je zadata na osnovu teorijskog reknja: 
(4 / 9 )h1 , a u svim poljlina koja pripadaju ploei nizvodno od rezervoara, iz razloga eisto 
numeriake prirode, zadata je neka minimalna vrednost dubine od 0.001m. 
Numerialca simulacija je sprovedena u dye etape. U prvoj etapi korikene su 
diskretizacione jednaeine u konzervativnom obliku, a u drugoj, diskretizacione jednaeine u 
nekonzervativnom obliku. Utvrdeno je da za dam vrednost poeetnog odnosa dubina u 
rezervoaru i nizvodno od rezervoara — h 11h 2 =150 proraeun zasnovan na korikenju 
jednaeina u konzervativnom obliku nije mogue bez "dodavanja" vegtaelce difuzije. Vrednost 
faktora vataake viskoznosti k, kojim se ragulik nivo numerieke disipacije (difuzije), 
varirana je u granicama od 0.01 do 0.3. Rezultati su "filtrirani" posle svaka eetiri raeunska 
koraka. Pokazalo se da je za vrednosti k < 0.02, kE [0.16; 0.22] i k > 0.26 proraoun ved 
posle nekoliko ratunslcih koraka nemogue. U opsegu od k=0.02 do k = 0.15 dobijena reknja 
su nestabilna na gta jasno ukazuju oscilacije na nivogramima u Prilozima 12a, 12b, 12c i 12d 
(poloiaji izabranih polja u x0y ravni prikazani su u Prilozima 14 115). Sa povedanjem 
vrednosti faktora k amplitude oscilacija se tokom vremena smanjuju, au i se amplituda pooetne 
oscilacije poveeava (u polju 621 za k=0.02 visina &la talasa iznosi oko 0.020m, za k=0.05 
pribliino 0.024m, za k=0.10 takode 0.024m, a za k=0.15 visina eela je 0.025m). Na 
nivogramima je, takode, uoeljivo i tzv. "podbacivanje" u oceni dubine nekoliko trenutaka pre 
nailaska eela talasa. 
Nivogrami u Prilozima 12e, 12f i 12g pokazuju da je za k= {0.24; 0.25; 0.26} dubina 
u izabranim poljima posle prolaska eela talasa dobro reprodukovana (maksimalne grake po 
apsolutnoj vrednosti se javljaju u poljima 613 i 1253 i iznose, redom, oko 13% odnosno, 
16%; u ostalim poljima grake su ispod 6%). Pre nailaska eela talasa, medutim, u svim 
poljima, izuzev polja 613, dolazi do blagog poveeanja dubine. Ovo povedanje je eisto 
numerieke prirode, tj. posledica je uvodenja u model ve§taelce disipacije koja tell da dobijeno 
reknje to vie raspline. Oscilacije nivoa na &la talasa, kao'Sto je reaeno u potpoglavlju 4.3, 
nije moguee eliminisati. 
U nastavIcu de se prvo izvrgiti lcvalitativna analiza uticaja faktora ve§taeke viskoznosti 
na visinu eela talasa za k iz intervala [0.02; 0.15]. Potom de se odrediti gregka u proceni 
visine &la talsa samo za vrednosti k koje daju stabilna reknja — k={0.24; 0.25; 0.26}. 
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Poredenjem nivograma koji pripadaju istom popreenom profilu's (Prilozi 12a do 12d) 
za k E (0.02; 0.15) i medusobnim poredenjem nivograma po popretnim profilima konstatuje 
se sledete: 
1° U profilu udaljenom 0.3m od uzdulne ose otvora povetanje faktora k u intervalu od 
0.02+0.15 ne utiee na povetanje visine eela talasa samo u polju 933. 
2° U popreenom profilu udaljenom 0.5m od uzduine ose otvora povetanje faktora k preko 
vrednosti 0.05 utite na povetanje amplitude potetne oscilacije samo u poljima 941, 1261 
i 1581. 
30 U popreenom profilu udaljenom 0.7m od uzduine ose otvora povetanje faktora k preko 
0.05 utite na povetanje visine eela talasa samo u poljima 1269 i 1389. 
Na osnovu prethodnih konstatacija mote se zalcljueiti da je uticaj promene vrednosti faktora 
k na visinu 'dela talasa u poljima sa manjom koordinatom y (poljiuna koja se nalaze bIie 
podu2noj osi otvora) manji ukoliko je koordinata x tog polja (udaljenost od otvora u pravcu 
x) vet& 
Gregke u proceni visine eela talasa u izabranitn poljima za tri vrednosti faktora 
vegtatke viskoznosti date su u Tabeli 5.3. 
Tabela 5.3 
Polje 
100 (h:Par - hZ) I h2; 	[%] 
k=0.24 k=0.25 k=0.26 
613 -36 -46 -48 
933 -151 -146 -252 
1253 -305 -279 -293 
1573 -295 -273 -250 
621 -126 -134 -141 
641 -189 -206 -207 
1261 -254 -234 -236 
1581 -230 -242 -238 
629 -161 -192 -177 
949 -249 -342 -265 
1269 -333 -418 -365 
1589 -269 -291 -321 
Vrednosti iz prethodne tabele pokazuju da gralca u proceni visine 'dela talasa raste sa 
povetanjem udaljenosti polja od popreene ose otvora. 
Ratunski talas se prostire vetom brzinom od talasa na modelu (Prilozi 12e, 12f i 12g 
i Prilog 14). Slike u Prilogu 14 prikazuju prostiranje talasa u x0y ravni. Vidi se da je 
ratunski talas izduieniji — brzina njegovog prostiranja u longitudinaLnom — x-pravcu veta 
je od odgovarajute brzine prostiranja talasa na modelu. U taelcama koje le2e na x-osi talas 
15 Dijagrami pod 1), 2) i 3) u Prilozima 12 i 13 predstavljaju nivograme u tatkama 
popreenih profila udaljenih, redom, 0.3m, 0.5m i 0.7m od popreene ose otvora (x-
pravac). 
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dobijen numeriekom simulacijom prednjati. za 0.1s ispred 'dela talasa na modelu (pololaj 
tatke ratunskog talasa na x-osi u trae =0.3s poklapa se sa pololajem tatke snimljenog talasa 
na x-osi u trenuticu tmer =0.4s). Brzina prostiranja ratunskog talasa u lateralnom — y-pravcu 
tokom vremena se smanjuje. U y-pravcu talas najpre prednjati za 0.2s (pololaj tatke na y-osi 
u trat=0.1s talasa dobijenog numeriekom simulacijom poklapa se sa pololajem tatke 
modeliranog talasa u ta,„ =0.3s), brzina se potom smanjuje i on prednjati za 0.1s, da bi pri 
co =0.6s kasnio za oko 0.05s za talasom na modelu. 
U drugoj etapi, u kojoj su za numerieku simulaciju korigeene diskretizacione jednatine 
u nekonzervativnom oblilcu, pokazalo se da je proratun mogut i bez uvodenja vegtatke 
difuzije. Da bi se mogla izvrgiti analiza uticaja faktora vegtaake viskoznosti na osnovne 
karakteristike talasa sa strmim eelom, proratun je sproveden i za èetiri vrednosti faktora k: 
{0.02; 0.05; 0.10; 0.15}. Nivogrami u izabranhn tatkama prikazani su u Prilogu 13. Odmah 
se uotava da su ratunske dubine u svim poljima posle prolaska 'dela talasa manje od 
izmerenih. Najvete razlike u proceni dubine (po apsolutnoj vrednosti) su u poljima 1573, 
1581 i 1589, tj. u najudaljenijem redu polja paralelnom sa popreenom osom otvora. U njima 
su pri manjhn vrednostima faktora vegtaeke viskoznosti — k=0.0 i k=0.02 — uoeljive 
oscilacije nivoa posle prolaska 'dela talasa. Zbog toga su i gregke u oceni dubine vete — 
kredu se i do 50%. Pri vetim vrednostirna faktora k oscilacije se postepeno priguguju (pri 
k =0.10 se potpuno gube), pa su i gregke u proceni dubine manje — ispod 15%. U ostalim 
poljima gregke ne prelaze 13%. Oscilacije na eelu talasa se ne mogu elitninisati. U narednoj 
tabeli su date gregke u proceni visine 'dela talasa u izabranim poljima. 
Tabela 5.4 
Polje 
100 (kr - knet) 117:: 	[%] 
k=0.0 k=0.02 k=0.05 k=0.10 k=0.15 
613 -49 -1 -6 -118 -52 
933 -175 -155 -214 -265 -253 
1253 -302 -280 -321 -357 -331 
1573 -241 -267 -291 -306 -372 
621 -14 -15 -89 -111 -85 
641 -170 -383 -296 -168 -381 
1261 -111 -79 -289 -270 -260 
1581 -213 -173 -277 -281 -256 
629 -48 -95 -216 -166 -249 
949 -185 -209 -138 -295 -286 
1269 -45 -185 -244 -231 -272 
1589 -309 -265 -363 -363 -306 
Neki opgtiji zaldjutak o uticaju faktora vegtatke viskoznosti na vismu tela talasa s obzirom 
na pololaj polja u x0y ravril u ovom slutaju se ne mole dati. Na osnovu rezultata analize 
prikazanth u Tabeli 5.4 i nivograma u Prilogu 13 mole se jedino konstatovati da su posledice 
povetanja faktora k najvete u poljima 941, 1253, 1573 i 1589. 
Talas dobijen numerialcom simulacijom uz korigtenje diskretizacionih jednatima u 
nekonzervativnom oblilcu kasni za snimljenim talasom. Prilozi 13 i 15 pokazuju da gregka 
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u proceni poldaja 'dela talasa raste sa povedanjem udaljenosti polja od popreene ose otvora. 
Zaostajanje za snimljenim talasom se smanjuje pri yearn vrednostima falctora k. Grafielci 
prikaz prostiranja talasa u x0y ravni (Prilog 15) pokazuje da su, neposredno posle podizanja 
ustave, brzine prostiranja raeunskog talasa u longitudinalnom — x-pravcu i lateralnom — y-
pravcu pribli2no jednake (cx/cy =1+ 1.25), tj. da oblik talasa u horizonta1noj projekciji 
pribliino odgovara eetvrtini krulnice. Tokom vremena vrednost odnosa c /cy se povedava 
— projekcija talasa u x0y ravni postaje izdtitenija. 
U Prilogu 16 prilcazane su povrgina vodenog ogledala, izolinije dubina i velctori brzina 
u trenutku t=0.4s za numerieki model baziran na jednaeinama u konzervativnom i numerieki 
model baziran na jednaeinama u nekonzervativnom obliku. Njihovim poredenjem sa 
fotografijom talasa na fiziekom modelu koja, takode, odgovara trenutku t= 0.4s, zaldjueuje 
se da model baziran na jednaeinama u konzervativnoj formi u pogledu pololaja i oblika talasa 
u x0y ravni daje fizielci realna regenja. 
Na osnovu svega iznetog, mde se zakljueiti da se korigdenjem dislcretizacionih 
jednatina u nekonzervativnom obliku izaziva ne samo vedi gubitak zapremine (mase) fluida, 
ved se i fizielci potpuno pogregno reprodukuje prostiranje talasa sa strmim Mom. Rezultati 
numerieke simulacije su potvrdili stay iznet u teorijskom delu po kome upotreba jednaeina 
u nekonzervativnom obliku moe da da diskontinualna regenja, au i ta rdenja nisu fizielci 
realna. 
5.3 Provera modela na jednom prirodnom vodotoku 
Svi prethodni primed odnosili su se na proraeun u uslovima pojednostavljene 
geometrije (pravolinijske deonice, pravougaoni popreani preseci i horizontalno iii blago 
nagnuto dno). Trasa prirodnih vodotka je nepravilnog oblika to izaziva tegkode pri 
korigeenju pravougaonih/lcvadratnih raounskih mre2a. (Da bi se to bolje aproksimirala 
kontura nepravilnog oblika (krivine, rukavci), potrebno je koristiti male prostorne korake Ax 
i ay.) Pored toga, konfiguracija reenog dna moie biti veoma sldena (velike varijacije kota 
dna i u popreenim i u uzduinim presecima), to predstavlja izuzetno teak numerielci test za 
bib o koji numerielci model ravanskog (u horizontalnoj ravni dvodimenzionog) toka Stoga de 
se u ovom potpoglavlju sagledati mogudnost primene predlotenog raeunskog modela u 
regavanju problema iz hidrotehniake prakse na primeru jednog prirodnog vodotoka. 
Analizirade se strujanje u blizini napera sa glavom izgradenog na selctoru "Kamieak" u 
donjem toku reke Save. 
Sektor "Kamieak" (km 80-86) je poznat kao najnepovoljniji selctor za plovidbu u 
ovom delu toka. On se nalazi nizvodno od apca i pripada tzv. abaelcom plidalcu koji se 
prostire od Drenovaelce do Podgorieke ade (km 80-109). Sektor je dobio naziv po brdu 
Kamidak koji se nalazi na desnoj obali reke u zoni gornjeg gpica Podgorieke ade (Slika 5.16). 
Podgorielca ada deli rani tok na dva rukavca ddine oko 5km. Na uzvodnom lcraju jednog 
rukavca korito je delimiano formirano u stenskom masivu (kreenjak i pegear), tako da je ovaj 
rukavac morfologlci stabilan. Korito levog rukavca formirano je u litologkirn elanovima 
saeinjenim od peska i sitnih frakcija gljunka, tako da je, zavisno od hidrologkih prilika i 
reiima protoka, podlo2no deformaciji. 




Slika 5.16: Regenje uredenja selctora "Kamieak" [20] 
Plovidba se do skoro odvijala lcroz desni rukavac. Medutim, zbog nepovoljnih 
plovidbenih uslova u periodu malih voda, odlueeno je da se plovni put izmesti iz desnog u 
levi rukavac. Regulaciona trasa na selctom "Kamitalc" prikazana je na Slici 5.16. 
Pri protocima koji odgovaraju vodostajima ni±im od lm iznad niskog plovidbenog 
nivoa (EN) naper sa glavom (u zoni gomjeg gpica Podgorieke ade — gradevina 3 na Slici 
5.16) obezbeduje koncentrisanje toka u levi rukavac. Osnovne dimenzije i dispozicija ove 
gradevine prikazane su na Slici 5.17. 
U ovom radu je analizirano ravansko ustaljeno teeenje na deonici duilne 600m (320m 
uzvodno i 280m nizvodno od napera). Raeunska mre2a je postavljena tako da se trup 
gradevine poklapa sa pravcem y-ose. Mre2a itna 3374 polja. Dimenzije polja — prostomi 
koraci u x i y-pravcu iznosili su Ax =Ay = 10m. Vremenski korak je raeunat iz uslova 
stabilnosti (4.143). Topografija dna i gomjeg pica Podgoriake ade prikazani su u Prilogu 
17. Po§to se u ovom sluaaju radi samo o kvalitativnoj analizi, usvojena je vrednost Manning-
ovog koeficijenta otpora od 0.04m ' 13 s'6. Na ovrstim konturama granienirn uslovom je 
zadato da je komponenta brzine upravna na konturu jednaka nuli (u=0 za konturu koja se 
pruia u y-pravcu odnosno, v=0 za konturu koja se prtfia u x-pravcu). U pooetnom trenutku 
komponente brzine u x i y-pravcu — u i v — su u svim poljima jednake nuli. Dubine u 
trenutku t=0 odgovaraju dubinama oeitanim sa Situacionog plana Uredenja sektora 
"Kamieak" za plovidbu km 80-86 (R 1:5000) — Prilog 17. Ree je o dubinama koje su 
redukovane u odnosu na niski plovni nivo koji odgovara vodostaju od -43cm na vodomemoj 
stanici abac. Protok je u uzvodnom profilu lineamo povedavan od 0m3/s do 350n 3/s. 
Primenom programa REICE217 odredena je raspodela protoka po segmenthna ulaznog profila, 
a potom i komponente brzine u x i y-pravcu (uzvodni granioni uslov). Dubine u svim poljima 
nizvodnog profila se nisu menj ale tokom eitavog proraeuna (nizvodni granieni uslov). 
16  Otpori u aluvijalnim tokovhna su reda veheine 0.04m " 3 S 
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Slika 5.17: Osnovne dimenzije i dispozicija napera [20] 
Slika 5.18: Popreani presek na selctoru "Kamieak" 
Zbog velikih nagiba u x i y-pravcu u zonama desne i leve obale odnosno, zbog velike 
varijacije u dubini izmedu susednih raounskih polja, proraeun u uslovima realne batimetrije 
nije bio mogue. Stoga je odlueeno da se realno korito aproksimira dvogubim trapeznim 
koritom sa vertikalnom levom i desnom obalom (Silica 5.18). Proseeni pad u x-pravcu (u 
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pravcu toka) iznosio je 2%. U ovom slueaju proraeun je sproveden bez ilcakvih tegkoda. 
Slike u Prilogu 18 prikazuju polje brzina posle t=10.7min, t=21.4min i t=32.2min. 
Vidi se da je teeenje posle t=21.4min postalo ustaljeno. Prisustvo napera, kao to se i 
oaekivalo, izaziva: 
10 usporavanje toka ispred napera (mali intenzitet brzine i pojava vrtloga); 
2° slcretanje toka od desne ka levoj obali i 
3° koncentrisanje toka u levi rukavac (intenzitet velctora brzine u levom rukavcu je nekoliko 
puta vedi od intenziteta brzine u desnom rulcavcu). 
Dobijeni rezultati pokazuju da se predloleni numerield model zasnovan na raeunskoj 
shemi MacCormack, uz odgovarajude uprogtavanje geometrije (shematizovanje popreenih 
preseka), mole iskoristiti za kvalitativnu analizu efekata planiranih regulacionih radova. 
Razlozi zbog kojih se primenom opisanog modela u uslovima realne batimetrije ne 
dobijaju stabilna regenja su sledeoi: 
10 U jednaeinama odrianja mase (3.28) i (3.52) figurige dubina h. Njena se promena po irini 
popreenog preseka i po dulini toka opisuje poligonalnom — "testerastom" linijom, a ne 
neizlomljenom — "glatkom" linijom (Slika 5.19) i to predstavlja jedan od uzroka nestabil-
nosti primenjene raeunske sheme. Ovaj problem bi se mogao regiti ukoliko bi se u jednaei-
ni kontinuiteta dubina h zamenila apsolutnom kotom H=h+z, jer su promene kote H u 
longitudinalnom i u lateralnom pravcu znatno blale i mogu se opisati glatkom krivom. 
2° Numerielca nekompatibilnost izmedu elanova 0.5gh2 u velctorima fluksova EiFi nagiba 
dna Sth i Soy [30]. 
Pojam "kompatibilnost alanova 0.5gh2 (kojima se obuhvata uticaj sue pritiska) i elanova ghSo„ 
i ghSoy (kojima se obuhvata uticaj sila teline)" objasnide se posmatranjem proizvoljne 
konaene zapremine fluida koji miruje. To mole, na primer, da bude voda u alcvarijumu sa 
dnom nepravilnog oblika. Iz Hidrostatike je poznato da je sila kojom voda deluje na dno 
jednaka telini vode koja je smegtena izsnedu ovrste konture dna i povrgine vodenog ogledala. 


















Slika 5.19: Promena dubine po irini popreenog preseka 
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spoljagnjih sila. Medutim, u dinamielcim jednaeinama numeriokog modela — diskretizacionim 
jednaeinama — (4.72), (4.73), (4.75) i (4.76) elanovi A t / Ax • A (0.5gh 2) i StghS0x , 
odnosno A t /Ay • A (0.5gh 2) i At gh Soy se ne potiru, pa se dobija da su brzine u i v 
razlieite od nule, to je fiziëki nemoguee. U svakom narednom raeunskom koraku, zbog 
razlike izmedu ovih Olanova — njihove numerieke nekompatibilnosti — brzine u i v sve vie 
rastu odnosno, dobija se regenje koje divergira. 
U literaturi [30] se navode dva postupka za prevaziliZenje ovog problema. Prvi 
postupak podrazumeva izdvajanje elanova 0.5gh2 iz vektora fluksova E i F, njihovo 






















I u drugom postupku se iz vektora E i F izdvajaju elanovi 0.5gh2. Ovoga puta izdvojeni 
elanovi se diskredzuju nezavisno od elanova u2h i v2h Naein diskretizacije se bira take da 
se ostvari numerielca kompatibilnost sa So„ i Soy. U literaturi [30 ] prikazana je shema za koju 
se pokazlo da daje dobre rezultate. Prema toj shemi oba elana se aproksimiraju centralnim 
razlilcama. 
Dakle, za uspe'Snu numerleku simulaciju u uslovima realne batimetrije potrebno je: 
10 modifikovati jednaeinu odfianja mase take da u njoj figurige kota povdine vodenog ogle-
dala i 
2° na prethodno opisani naein modifikovati iii dinamieke jednaeine matematiOkog modela iii 
odgovarajude diskretizacione jednaeine numeriekog modela. 
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6. Zakljueci 
Na kraju de se izvfSiti sistematizacija najznaeajnijih zaldjueaka do kojih se ddlo 
proverom numeriekih modela linijskog i ravanskog teeenja. 
Ling ski tokovi 
1° Simulacija teeenja preko tri 'Siroka praga u prizmationom laboratorijskom kanalu u bur-
nom reiimu pokazala je da se primenom raounske sheme MacCormack moie: 
taeno odrediti pololaj hidrulielcog skoka i 
sa zadovoljavajudom taenoku sraeunati linija nivoa u mirnom raimu uzvodno od praga. 
2° Za dobijanje stabilnih rezultata pri sitnulaciji teeenja u bumom relimu (hk > h„ i So > Sur) 
potrebno je zadati fizièki realno ogranieenje u pogledu minimalne dozvoljene dubine, tj. 
zadati da je minimalna dubina jednaka normalnoj dubini (kin =120 ). 
3° Proverom linijskog modela na primeru analize prostiranja talasa sa strmim &loin utvr-
deno je: 
da je brzina prostiranja talasa, dobijena primenom MacCormack-ove sheme, na poeetku 
proraeuna manja od brzine prostiranja talasa na fizielcom modelu i 
da se razlika izmedu raeunske i stvame brzine prostiranja tokom vremena smanjuje. 
Ravanski tokovi 
Rezultati numerielcog eksperimenta u kome je razmatran hipotetieki slueaj trenutnog 
delimienog rugenja brane i poredenja rezultata numerieke simulacije jednog laboratorijskog 
eksperimenta sa rezultatima merenja doveli su do slededih zakljuoaka: 
1° Jednaeine matematiekog i numeriekog modela treba da budu napisane u konzervativnom 
obliku, jer su: 
gubici zapremine u torn slueaju manji, tj. relativna gregka zapremine za sve vrednosti 
poeetnog odnosa dubina u rezervoaru i nizvodno od brane ne prelazi granicu tolerancije 
koja se lcrede od 5% do 10%. Prilikom korikenja jednaaina u nekonzervativnom obliku 
gubici zapremine su samo pri manjirn vrednostima odnosa h1 /h2 ( < 15 za sistem homo-
genih jednaeina, a <3 za sistem nehomogenih jednatina) u granicama tolerancije. Pri 
vedim vrednostima odnosa h1/h2 malcsimalna relativna gregka zapremine vikstruko prema-
§a prihvatljive vrednosti (5-10%); 
oblik projekcije talasa u x0y ravni i brzina njegovog prostiranja, generalno gledano, 
dobro reprodukovarn. Primenom jednaeina u nekonzervativnom obliku dobija se talas koji 
se prostire mnogo sporije od snimljenog, tako da su rezultati i u tom pogledu nepouzdani. 
2° Rdavanjem sistema nehomogenih jednaeina dobija se negto veda relativna grata zapremi-
ne nego u slueaju kada se re'Sava sistem homogenih jednaeina, au maksimalna vrednost rela-
tivne grdke ni pri jednoj vrednosti poeetnog odnosa h1 /h2 ne prekoraeuje granicu toleran-
cije od 10%. 
3° Za sheme iz familije MacCormack/Lax-Wendroff, simulacija talasa sa strmim eelom uz 
korikenje jednaeina u konzervativnom obliku nije moguea bez primene metode vdtaelce 
viskoznosti koja se zasniva na selektivnoj "filtraciji" numeriekog reknja. 
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4° Izbor optimalne vrednosti faktora vegtaeke viskoznosti kojim se regulige nivo numerieke 
disipacije zavisi od konlcretnog problema. 
50 Primenom metode vegtaelce viskoznosti ne mogu se eliminisati oscilacije na eelu talasa, 
au i se uspegno prigtiguju oscilacije nivoa u poljima raeunske =de posle njegovog prolaska 
kroz posmatrano polje. 
60 Sa povedanjem udaljenosti polja u lateralnom pravcu (pravcu upravnom na pravac glavnog 
toka), raste gregka u proceni visine dela talasa. 
70 Polcugaj numerieke simulacije ustaljenog ravanskog teeenja u uslovima reaLne batimetrije 
pokazao je da predloieni raeunski model, u sadagnjem oblilcu, ne daje zadovoljavajude 
rezultate ukoliko se prethodno ne uprosti geometrija popreenih i uzdtanih preseka. Model 
se, uz odgovarajuou shematizaciju konfiguracije reenog dna, mode koristiti za kvalitativnu 
hidraulielcu analizu efekata planiranih regulacionih radova. 
8° Da bi se predloleni model mogao koristiti za regavanje problema u uslovima sloiene bati-
metrije, potrebno je na odgovarajuoi natin modifikovati jednaeine matematielcog i numeriO-
kog modela. 





U okviru izrade ovog Magistarskog rada napisani su slededi programi: 
MAC1MK — program za proraoun linijskog neustaljenog teeenja sa slobodnom povrNnom 
primenom raeunske sheme MacCormack, 1993/94. 
MAC2 — program za proraeun ravanskog neustaljenog teeenja primenom raeunske sheme 
MacCormack, 1995/96. 
PROFIPOL, PROFINT, KODIRM — programi za: interpolaciju podataka unutar popre-
enog profila raeunske mreZe koja se sastoji od pravolinijskih kvadratnih ii pravougaonih 
elemenata, interpolaciju it:1=8u popreenih profila postojece raeunske mreie (umetanje novih 
profila) i kodiranje nove "progukene" mre2e, 1997. 
GRAFIM — program za prikaz raeunske mreie sa upisivanjem rednog broja polja u centar 
lcutice i jog dva podatka po ielji (kote dna, nagiba dna u x- i y-pravcu, dubine, komponente 
brzine u x- i y-pravcu), 1997. 
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102 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
Jednoparametarska pow§ i 
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Jednoparametarska povrg i 
dvoparametarske krive "fazne" gregke: R211 
It 
3 	At?" za Cr=0.75 
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Prilozi 	 105 
Prilog 3: a) Jednoparametarska povrg i 
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Jednoparametarska povrA i 
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Prilog 4: a) Jednoparametarska povrg i 
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108 	Numeridko modeliranje tokova koje lcaralcteri§e nagla lokalna promena dubine i protoka 
Jednoparametarska povrg i 
i dvoparametarske krive R2/il = fr 	"fazne" greAke za Cr 1.5 
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110 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterik nagla lokalna promena dubine i protoka 
Jednoparametarska poni i 
( dvoparametarske krive R2M = ci
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Prilozi 	 111 
Prilog 6: Dvoparametarske krive a) "amplitudne" i b) "fazne" gre§ke dobijene u 
preseku poval (4.126) i ravni 
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Prilog 7: Izmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri giroka praga u 
burnom reiimu); t E [ 0.0; 0.6 ] s 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 




1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m 
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1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
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Et=e i=1 ff. 
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X [ m ] 
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Prilog 7: kmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri §iroka praga u 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri §iroka praga u 
burnom reihnu); t E[ 1.6 ; 2.21 s 
0.20 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m 
 
0.20 





1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m 
 
0.20 
t = 2.00s 





1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
Mereno 
Racunato 




1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m ] 








1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ m 
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X [ m ] 
X [ m ] 






Prilog 7: Izmerene i sraeunate linije nivoa (analiza tetenja preko tri S'iroka praga u 
burnom reiimu); t E [ 2.4 ; 3.01 s 
t = 3.40s 
   
r: a 
     
    
Mereno 
Racunato 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri giroka praga u 




w 	• • 	- - • • • 
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Prilog 7: hmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri §iroka praga u 
burnom reiimu); tE [ 4.0 ; 4.6] s 
t = 5.00s 
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Prilog 7: Izmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri Siroka praga u 
btutiom re'iimu); t E[ 4.8 ; 5.4] s 
X [ m ] 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko hi giroka praga u 
burnom realm); tE[ 5.6 ; 6.2] s 
t = 6.80s 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri Siroka praga u 
burnom reiimu); t E[ 6.4; 7.01 s 
t = 7.60s n 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ 
t = 7.40s 
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Racunato 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ rn 
0.10 
0.00 
1.4 1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
X [ rn 





















Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri giroka praga u 
burnom reihm); t E[ 7.2 ; 7.8] s 
1'1'1'1'1 




t = 8.20s 
X [ m ] 
1 
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X [ m 
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Prilog 7: lzmerene i sraZunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri S'iroka praga u 
burnom tedium); tE [ 8.0; 8.6] s 
0.20 1'1 	I 	1'1 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri Airoka praga u 
burnom reiimu); t E [ 8.8 ; 9.4] s 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri §iroka praga u 
burnom reiimu); t E[ 9.6 ; 10.20] s 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri iroka praga u 
burnom reiimu); t E [ 10.4 ; 11.0 ] s 
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Prilog 7: lzmerene i sraeunate linije nivoa (analiza teeenja preko tri Airoka praga u 
burnom reiimu); tE[ 11.2 ; 12.0] s 
0.20 
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Prilog 8: Promena relativne gre§ke zapremine u funkciji broja raeunskih koraka (vreme-
na) kada se koriste homogene diskretizacione jednaine u nekonzervativnom 
obliku 
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Prilog 9: Promena relativne gregke zapremine u funkciji broja raeunskih koraka (vreme-
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Prilog 10: Promena relativne gregice zapremine u funkciji broj a raeunskih koraka (vre-
mena) kada se koriste nehomogene diskretizacione jednaeine u nekonzervativnom 
obliku 
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130 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 11: Promena relativrte gregke zapremine u funkciji broja raeunskih koraka (vre-








Prilog 12a: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korikenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-










L 1. 0 0 
 0 0 0 0 0 - 
il 0 0 
25 
to..4ty rin • ri  
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
Vterne Is I 














• n V 
E3 0 0 Do 0 0 0 0 
o 0000   0  0 0 -(E1 




621 	 - 1581 
941 0 
0 0 a  
iAL • 	• • a 2iih, • 
• L2 i• 




0.025 1  
s 0.020 
h.  0.015 L 
osno 
0.005 1  
0.0000 -Fh-tTkNar2d9. 
00 0.2 0.4 
Raman) 
Merano 
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
Vteme [a] 
629 
' I " 
— Racunato 
00000 on 0 	0 	 El Merano o 0 0 - 0 0  in 00 
132 	Numeridko modeliranje tokova koje Icarakterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 12b: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korgeenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-
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Prilozi 	 133 
Prilog 12c: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korgeenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-
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134 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterHe nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 12d: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korgeenjem numeriacog modela sa diskretizacionimjedna-
einama u konzervativnom obliku za k =0.15 
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Prilog 12e: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korikenjem numerteltog modela sa diskrelizacionimjedna-
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136 	Numeri6ko modeliranje tokova koje karalcterik nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 12f: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korgeenjem ntuneriekog modela sa diskretizacionim jedna-
einama u konzervativnom obliku za k=0.25 
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Prilozi 137 
Prilog 12g: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni kortkenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-
einama u konzervativnom obliku za k=0.26 
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138 	Numeritko modeliranje tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 13a: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni koriSeenjem numeritkog modela sa diskretizacionfin jedna-
einama u nekonzervativnom obliku za k=0.0 
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Prilog 13b: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korikenjem numerkkog modela sa diskretizacionim jedna-
einama u nekonzervativnom obliku za k=0.02 
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140 	Numerieko modeliranje tokova koje karakterge nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 13c: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korikenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-
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Prilog 13d: Nivogratni u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korikenjem numerkkog modela sa diskretizadonimjedna-
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142 	Nutneriao modeliranje tokova koje karakterge nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 13e: Nivogrami u poljfina 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949, 
1269 i 1589 dobijeni korgeenjem numeriekog modela sa diskretizacionimjedna-
einama u nekonzervativnom obliku za k=0.15 
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Prilozi 	 143 
Prilog 14: Prostiranje talasa u x0y ravni - numerieki model sa diskretizacionim jedna-
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144 	Numeridko modeliranje tokova koje karakterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
c) x [m ]  
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Prilog 15: Prostiranje talasa u x0y ravni - numerieki model sa diskretizacionim jedna-
einama u nekonzervativnom obliku 
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145 Prilozi 
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146 	Numerieko modeliranje tokova koje lcaralcterge nagla lokalna promena dubine i protoka 
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Prilog 16: Povr§ina vodenog ogledala, izolinije dubina i vektori brzina u trenutku t= 0.4s 
a) fotografija snimljenog talasa 
148 	Numeridko modeliranje tokova koje karalcterige nagla lokalna promena dubine i protoka 
b) talas dobijen numeriekom simulacijom uz korikenje diskretizacionih jednaeina u kon-
zervativnom obliku 
t — 0.4s 
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150 	Numeridko modeliranje tokova koje karaktedge nagla lokalna promena dubine i protoka 
Prilog 17: Topografija dna i gornjeg gpica Podgoriace ade 
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Prilog 18: Polje brzina u blizini napera sa glavom 
a) t = 10.7min 
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152 	Numeriao modeliranje tokova koje karakterik nagla lokalna promena dubine i protoka 
b) t= 21.4min 
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Prilozi 	 153 
c) t = 32.2min 
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